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I. Motivation 

 

I.1 Warum Hydrodynamik? (Navier‐Stokes‐Gleichung zwischen 1827 und 1845 entwickelt) 
 
‐ Die Navier‐Stokes‐Gleichung  ist ein schönes Beispiel einer feldtheoretischen Beschreibung 
‐ Die reichhaltige Lösungsmannigfaltigkeit der Navier‐Stokes‐Gleichung ermöglicht die 

Beobachtung und Beschreibung vieler unterschiedlicher Phänomene 
‐ Die Navier‐Stokes‐Gleichung ist auf allen Skalen in fast allen Bereichen der Natur relevant: 

 
o Tröpfchenmodell des Atomkerns 
o Nano‐ und Mikroflow im technischen Bereich und in der Biologie 
o „klassische“ Strömungsdynamik z.B. in Röhren oder in der Atmosphäre 
o Kosmische Jets bei schwarzen Löchern 

 
‐ Die Navier‐Stokes‐Gleichung stellt Modellsysteme für Strukturbildung in dissipativen 

Systemen 
‐ Turbulenz: Eine der 10 wichtigsten ungeklärten Fragen der Physik 

 

I.2 Warum komplexe Flüssigkeiten? 
 
‐ Komplexe Flüssigkeiten stellen ein interessantes Modell für die statistische Physik dar, da 

sich z.B. die Dynamik von Polymeren über viele Dekaden an Längen‐ und Zeitskalen erstreckt. 
‐ Komplexe Fluide zeigen viele neuartige und ästhetische Phänomene auf 
‐ Das Verhalten komplexer Flüssigkeiten ist in der Biologie und in vielen Industrieprozessen 

relevant  
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II. Transportkoeffizienten 
 
Aufgrund von Störungen können drei Typen von Transport in Flüssigkeiten auftreten: 
 

1. Wärme 
2. Materie 
3. Impuls 

 
 

II.1 Wärmetransport 

 
Abbildung 1: Wärmetransport durch die Einheitsfläche S 

 
Betrachte den Wärmetransport durch die Einheitsfläche S: 
 

ொܫ ൌ
݀ܳ
ݐ݀ ܵ

ൌ ݇ ଵܶ െ ଶܶ

ܮ
ൌ െ݇

݀ܶ
ݔ݀

 

 
 

k : thermische Leitfähigkeit, Dimension ሾ݇ሿ ൌ ቂ௞௚ ௠
௦య ௄

ቃ 

 
Einige Werte für k: 
 

Flüssige Metalle:  1 ‐ 100 

Organische Flüssigkeiten:  0.15 

Geschmolzene Salze:  10−7 – 10‐6 

Silikonöle:  10−3 ‐ 10−7 

Wasser:  0.4 

Luft (atm.):  2.6  10−2 

 
In 3D erhält man für den Wärmetransport: 
 

Ԧሻݎொሺܫ ൌ െ݇ܶ׏ሺݎԦሻ 

stationärer Fall, lineares 
Temperaturprofil 
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oder zeitabhängig: 
 

߲ܶሺݎԦ, ሻݐ
ݐ߲

ൌ
݇
ܥߩ

,ԦݎଶTሺ׏ ሻݐ ൌ ,ԦݎTሺߢ  ሻݐ

 

wobei:    thermische Diffusivität ቂ௠ :ߢ
మ

௦
ቃ 

 spezifische Wärmekapazität : ܥ
 
II.2 Massendiffusion 
 

௠ܫ ൌ െ׏ܦଶρ 

 ௠: Massenstromܫ 

Diffusionskoeffizient ቂ௠(‐Massen) :ܦ
మ

௦
ቃ 

 
 
Betrachte einen Tropfen, der in eine Flüssigkeit gegeben wird. 
Zum Zeitpunkt t = 0 soll gelten: 
 

்ߩ ൌ  ሻݔሺߜ்ܯ
 
Massenerhaltung: 
 

න ݔሻ݀ݔሺ்ߩ
ஶ

ିஶ
ൌ ்ܯ ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

,ݔሺ்ߩ ሻݐ ൌ
்ܯ

ݐܦߨ√2
݁ି

ೣమ

రವ೟ 

 

 
Abbildung 2: Durch Reskalierung der Achsen kann die Form der Gaußkurve für alle Zeiten t auf 

dieselbe Form gebracht werden. 
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II.2.1 Mikroskopisches Modell der Transportkoeffizienten 
 
Massendiffusion:  Random Walk 
 
Betrachte  ein  kleines  „brownsches“  Teilchen,  das  stets  thermischen  Stößen  der  umgebenden 
Flüssigkeit ausgesetzt ist.  

 
 
Ursprung:         ݐ  ൌ 0, ݎ ൌ 0 
Zeit zwischen zwei Stößen:     ݐ∆
Mittlere Weglänge:      ݈ 
Mittelwert der Verschiebung:    ۄԦݎۃ ൌ 0 
2. Moment:        ۄԦଶݎۃ ് 0 
 
Nach 1. Schritt:       ۄሻݐ∆ଶሺܴۃ ൌ ܴଶሺ∆ݐሻ ൌ ݈ଶ 
Nach N Schritten:      ۄሻݐ∆ଶሺܴܰۃ ൌ ܰ ݈ଶ 
 
Beweis durch Induktion: 
 

Sein nach N‐1 Schritten ܴۃଶ൫ሺܰ െ 1ሻ∆ݐ൯ۄ ൌ ሺܰ െ 1ሻ ݈ଶ 
 

Mi: Positionen 
MN‐1 für N‐1 Schritte, MN für N Schritte 
 ேതതതതതത Vektorܯܱ
 
 

 
 

֜ ሺܱܯேതതതതതതሻଶ ൌ ሺܱܯேିଵതതതതതതതതത ൅  ேതതതതതതതതതതതሻଶܯேିଵܯ
ൌ ேିଵതതതതതതതതതଶܯܱ ൅ ேതതതതതതതതതതതଶܯேିଵܯ ൅  ேതതതതതതതതതതതܯேିଵܯ ேିଵതതതതതതതതതܯܱ 2
ۄேതതതതതതതതതതതܯேିଵܯ ேିଵതതതതതതതതതܯܱۃ ൌ 0 
ሺܱܯேതതതതതതሻଶ ൌ ሺܰ െ 1ሻ ݈ଶ ൅ ݈ଶ ൅ 0 ൌ  ܰ ݈ଶ 

 

֜  ۄሻݐଶሺܴۃ ൌ ௟మ

∆௧
ݐ  ൌ  ݐ ܦ   ܦ ؔ ௟మ

∆௧
ൌ  ݈ ۄݒۃ
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In 3 Dimensionen gilt für ein Gas korrekt: 
 

ܦ ൌ ଵ
ଷ
 ݈ ۄݒۃ              mittlere Geschwindigkeit :ۄݒۃ

                ۄݒۃ ൌ ටଷ௞ಳ்
௠

 

 

II.2.2 Massentransportkoeffizienten in Flüssigkeiten 
 
Unterschied: kein freier Flug zwischen Kollisionen, sondern ständig Reibung. 
 

Ԧௌ௧௢௞௘௦ܨ ൌ Ԧௌܨ ൌ െ6ݒܴߟߨԦ 
 dynamische Viskosität :ߟ
ܴ: Radius der Kugel 
 

 
Oder:  

Ԧௌܨ ൌ െ ௩ሬԦ
ఓ
              mit ߤ ൌ ଵ

଺గఎோ
 Mobilität  

 

Einstein:  ܦ  ൌ ஻ܶ݇ߤ ൌ
௞ಳ்
଺గఎோ

 

 
 Teilchen in einem Potential:  ܷ ൌ െ݂ ݔ 
 

֜  ݊ሺݔሻ ൌ ݊଴݁
ೆ

ೖಳ೅ ൌ ݊଴݁
ି ೑ ೣ
ೖಳ೅

Barometrische Höhenformel

֞ 
1
݊
݀݊
ݔ݀

ൌ െ
݂ 
݇஻ܶ

 

 
 
 ௠ܫ führt zu einem Teilchenfluss ݔ݀
 

௠ܫ ൌ െܦ
݀݊
ݔ݀

ൌ ݊ܦ
݂
݇஻ܶ

 

 
Allerdings führt die Kraft auch zu einer mittleren Geschwindigkeit 
 

ௗݒ ൌ െμ ݂ 
Daraus folgt ein Fluss 
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ௗܫ ൌ ௗݒ ݊ ൌ െ݊ μ ݂ 

 
Geg.: 
 

௠ܫ ൌ ௗܫ ֜  Stokes‐Einstein 
 

֞ 
݂ ݊ ܦ
݇஻ܶ

ൌ െ݊ μ ݂ 

ܦ ൌ െμ ݇஻ܶ ൌ
݇஻ܶ
ܴߟߨ6

 

 

Der  thermische  Transportkoeffizient  kann  in  Metallen  elektronische  Anteile  besitzen  und  die 
Beschreibung der Wärmeleitung wird somit komplizierter. 
 
II.2.3 Langevin Gleichung: 
 
Betrachte Bewegungsgleichung für ein Teilchen der Masse m im Wärmebad 
 

  ݉
݀ଶݎԦ
ଶݐ݀

൅ ߛ
Ԧݎ݀
ݐ݀

ൌ Ԧோ௔௡ௗ௢௠ܨ
 

ߛ ൌ  (Stokes‐Reibung) ܴߟߨ6

Für ein freies Teilchen gilt: 
 

ۄோ௔௡ௗ௢௠ܨۃ ൌ 0  ۄ଴ሻݐோ௔௡ௗ௢௠ሺܨሻݐோ௔௡ௗ௢௠ሺܨۃ ൌ ଴ሻ4݇஻ܶݐሺߜ
 
d.h. die Raumrichtungen sind unabhängig 
 

ۄԦଶݎۃ ൌ  ۄଶݔۃ3

 
  ߛ

2
ଶݔ݀

ݐ݀
ൌ ோ௔௡ௗ௢௠ܨݔ െ݉ݔ

݀ଶݔ
ଶݐ݀

 

 

mit 
ௗ௫మ

ௗ௧
ൌ ݔ݀ ቀௗ௫

ௗ௧
ቁ
 

und mit 
  ݔ

݀ଶݔ
ଶݐ݀

ൌ
݀
ݐ݀
൬ݔ
ݔ݀
ݐ݀
൰ െ ൬

ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

   

 

֜
ߛ
2
ۄଶݔ݀ۃ
ݐ݀

ൌ ۄோ௔௡ௗ௢௠ܨݔۃ െ ݉
݀
ݐ݀
ݔۃ
ݔ݀
ݐ݀
ۄ െ ݉ ൬ۃ

ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ
 ۄ

 

Mit 
ଵ
ଶ
௫ଶݒ݉ ൌ

ଵ
ଶ
݇஻ܶ   (Äquipartitionstheorem) 

 
ۄଶݔۃ݀
ݐ݀

ൌ
2݇஻ܶ
ߛ

 

 
  ۄԦଶݎۃ ൌ

6݇஻ܶ
ߛ

 ݐ mit ܦ ൌ ௞ಳ்
ఊ
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II.3 Impulsdiffusion 
 
Begriff der Impulsdiffusion verdeutlicht am Beispiel eines rotierenden Behälters (Antrieb außen): 
 

 
 
II.3.1 Allgemeine Messvorschrift für die Viskosität 

 

 
Abbildung 3: Zur allgemeinen Messvorschrift der kinetischen Viskosität. 

 
Zwei  Platten  in  einer  Flüssigkeit,  von  denen  die  untere  festgehalten  und  die  obere  mit 
Geschwindigkeit v0 bewegt wird. 
 

௫ܨ
ܵ
ൌ െ

ߟ ଴ܸ

ܮ
 

ሾߟሿ ൌ
݇݃
ݏ ݉

ൌ  ݏ ܽܲ

 
 
Kinematische Viskosität: 

ߥ ൌ ఎ
ఘ
   in ቂ௠

మ

௦
ቃ 

 
 
Für ܮ   :ݕ݀ 

Kraft auf die obere Seite des Fluidelements:  ௢௕௘௡ܨ ൌ െܵߟ  ቂడ௩ೣሺ௬ሻ
డ௬

ቃ  
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Kraft auf die untere Seite des Fluidelements:  ௨௡௧௘௡ܨ ൌ ൅ܵߟ  ቂడ௩ೣሺ௬ିௗ௬ሻ
డ௬

ቃ  
 

 ܵߟ ቈ
ݕ௫ሺݒ߲ െ ሻݕ݀

ݕ߲
െ
ሻݕ௫ሺݒ߲
ݕ߲

቉ ൌ  ܵߟ
߲ଶݒ௫
ଶݕ݀

ൌ ݕ݀ ܵ ߩ
௫ݒ߲
ݐ߲

 

֜ డ௩ೣ
డ௧

ൌ ఎ
ఘ
 డ

మ௩ೣ
ௗ௬మ

         in 3D: 
డ௩ሬԦ
డ௧
ൌ  ଶvሬԦ׏ߥ

 
 
II.3.2 Mikroskopisches Modell 
 
 

 
Abbildung 4: Zum mikroskopischen Modell der Viskosität: Geschwindigkeitsdiagramm für Gase 

 
Bei Gasen:   
Scherfluss  in  x‐Richtung,  l:  mittlere  freie  Weglänge,   :തݑ mittlere  thermische  Geschwindigkeit,  n: 
Anzahl der Teilchen pro Einheitsvolumen (siehe Abbildung (4)). 
 
Es soll gelten:  uതاvx 
Impulsstrom von oben:  

ଵ
଺
ݕ௫ሺݒ݉ ൅ ݈ሻ ݊ ݑത ൌ  ିܫ

 

Impulsstrom von unten: 
ଵ
଺
ݕ௫ሺݒ݉ െ ݈ሻ ݊ ݑത  ൌ  ାܫ

֜ ାܫ ൅ ିܫ ൌ
1
6
ݕ௫ሺݒሾ ݑ ݊ ݉ ൅ ݈ሻ ൅ ݒ௫ሺݕ െ ݈ሻሿ 

ݔܨ
ܵ
ൌ   ାܫ ൅  ܫି ൌ  െߟ

௫ݒ߲
ݕ߲

 

ܪ ൌ
1
3
ത ݈ ~ ඨݑ ݊ ݉

݉ܶ
௖ߪ

 

 ௖: Wirkungsquerschnittߪ
 
   unabhängig von der Dichte, da ݊ ݈  ൌ  .(Abweichungen ergeben sich erst im Hochvakuum)  ݐݏ݊݋ܿ 
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Abbildung 5: „Hüpfprozesse“ transportieren bei viskosen Flüssigkeiten auf mikroskopischer Ebene den Impuls. 

 
Viskose Flüssigkeiten Betrachte Sprung von ܫ nach ܫ௞  (vgl. Abb. (5)). Die Scherung in x‐Richtung wird 
Sprünge nach rechts begünstigen. Sprungfrequenz für ruhende Flüssigkeiten. 
 

          ݂ ~ ௞ಳ்
௛
݁ି

∆೒బ
ೖಳ೅     ݄: Plancksches Wirkungsquantum 

                ∆݃଴ : Potentialbarriere 
 
Unter Scherung verwendet man die lineare Näherung 
 
        െ∆݃  ൌ  ∆݃଴ ൅  ߪ ߙ     Scherspannung :ߪ
                 linearer Propartionalitätsfaktor :ߙ
 
 ܫ  :ܭ 

  ା݂~ ൬
݇஻ܶ
݄
൰ ݁ି

∆೒బషഀ ഑
ೖಳ೅  

 ݂ି ~ ൬
݇஻ܶ
݄
൰ ݁ି

∆೒బశഀ ഑
ೖಳ೅  

 
Sei die untere Ebene ݒ௫ ൌ  0. Dann ergibt sich eine Geschwindigkeit  in der Mitte bei Sprungweite a 
zu: 

௫ܸ ൌ  ܽ ሺ ା݂ െ  ݂ି ሻ ~ 
ܽ݇஻ܶ
݄

݁ି
∆೒బ
ೖಳ೅ ൬݁

ഀ ഑
ೖಳ೅ െ ݁ି

ഀ ഑
ೖಳ೅൰ 

       
డ௩ೣ
డ௬

ൌ ௩ೣ
௔
ൎ  2 ௞ಳ்

௛
݁ି

∆೒బ
ೖಳ೅ sinh ቀ ௔௦

௞ಳ்
ቁ        sinh ݔ ൎ  ݔ 

mit ߟ ௗ௩ೣ
ௗ௬

ൌ  :folgt ߪ

 ߟ ൌ
݄
2
݁ି

∆೒బ
ೖಳ೅ 

 
 Die Viskosität wird mit der Temperatur kleiner (Unterschied zu den Gasen). Numerische 
Simulation mit Fluss in x‐Richtung. 

 
Poiseuille Fluss, Position der Teilchen: 
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Abbildung 6: Man verwendet numerische Simulationen, um Trajektorien von Teilchen in einer Flüssigkeit abzubilden. 

 

 
Abbildung 7: Poiseuille Fluss 
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III. Die Kinematik von Flüssigkeiten 
 
Im  Folgenden  werden  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  und  im  Besonderen  ihre  Verformung 
(Verzerrung, strain) betrachtet. Die Ursache für die Verzerrung wird in Kapitel 4 diskutiert. 
 
III.1 Allgemeine und einführende Charakterisierung der Bewegung 
 
III.1.1 Flüssigkeit als Kontinuum 
 
Wir betrachten die Flüssigkeit als Kontinuum   Hypothetische kleine Flüssigkeitsteilchen sind stets 
größer als die Moleküle. 
 
III.1.2 Lagrange‐Euler‐Darstellung 
 
Lagrange Beschreibung:  

Großes  ሬܸԦሺݎ଴,  ሻݐ (siehe  Abb.)  Ein  Flüssigkeitsteilchen  (Quadrat)  wird  durch  den  Ortsvektor     ଴ሬሬሬԦݎ
beschrieben, der das Teilchen entlang seiner Bewegungsbahn verfolgt: 
 

Ԧ଴ݎ ൌ  ሻݐԦ଴ሺݎ
 

 
Abbildung 8: Verdeutlichung der Lagrange‐Beschreibung 

 
Dies entspricht der Messung aus einem driftenden Boot oder einem Atmosphärenballon.  
 
Euler Beschreibung: 
Bei  der  Euler‐Beschreibung  betrachten wir  die Geschwindigkeit  ,ԦݎԦሺݒ  ሻݐ an  einem  festen Ort   .Ԧݎ Zu 
einem  Zeitpunkt   ଴ݐ befindet  sich  ein  anderes  Teilchen  an  diesem  Ort.  Dies  entspricht  der 
Beobachtung des Experimentators im Bezugssystem des ortsfesten Labors. Nachteil ist das Auftreten 
von nichtlinearen Beschleunigungstermen. 
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III.1.3 Beschleunigung 
 
Wir betrachten ein Teilchen zur Zeit t am Punkt ݑଵሺݎԦଵሻ mit Geschwindigkeit ݒԦሺݎԦଵ,  ሻ. Etwas später beiݐ
଴ݐ ൌ  ݐ  ൅  mit ,(௜ sind Punkte im Raumݑ die) ԦଶሻݎሬԦଶሺݑ ist das Teilchen bei ݐ݀
 

Ԧଶݎ ൌ   Ԧଵݎ ൅ ݒԦሺݎԦଵ,  ݐߜሻݐ ൅  ࣩሺݐߜଶሻ 
 
und seine Geschwindigkeit sei  ݒԦଶሺݎԦଶ,  :Ԧ folgt aus (vgl Abb.9)ݒ݀ ሻ. Die Änderung der Geschwindigkeitݐ
 

• der expliziten Änderung des Geschwindigkeitsfeldes ݑሬԦሺݎԦ,  ሻ, wenn das Strömungsfeldݐ
nicht stationär ist. 

• dem örtlichen Unterschied von ݒԦ, wenn das Geschwindigkeitsfeld nicht uniform ist: 
,ԦଶݎԦሺݒ ଴ሻݐ െ ݒԦሺݎԦଵ,  ଴ሻݐ

 
In erster Ordnung ist dann: 
 

Ԧݒߜ ൌ , ԦଶݎԦሺݒ ,ԦଵݎԦሺݒ –ሻ‘ݐ  ሻ‘ݐ

ൌ
Ԧݒ߲
ݐ߲
 ݐߜ ൅

Ԧݒ߲
ݔ߲

ݔߜ ൅
Ԧݒ߲
ݕ߲

 ݕߜ ൅
Ԧݒ߲
ݖ߲

 ݖߜ

 
Dies beschreibt im mathematischen Sinne ein totales Differential: 
 

 
Abbildung 9: Ursachen der Variation der Geschwindigkeiten: (1) zeitliche Varianz, (2) örtliche Varianz des  

Geschwindigkeitsfeldes 

 
 

Ԧݒ݀
ݐ݀

ൌ lim
ఋ௧՜଴

ݒ߲
ݐ߲

 

ൌ lim
ఋ௧՜଴

ቆ
Ԧݒ߲
ݐ߲

൅
Ԧݒ߲
ݔ߲

ݔߜ
ݐߜ

൅
Ԧݒ߲
ݕ߲

ݕߜ
ݐߜ

൅
Ԧݒ߲
ݖ߲

ݖߜ
ݐߜ
ቇ

ൌ
Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ Ԧ௫ݒ
Ԧݒ߲
ݔ߲

൅ Ԧ௬ݒ
Ԧݒ߲
ݕ߲

൅ Ԧ௭ݒ
Ԧݒ߲
ݖ߲

ൌ
Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ ൫ݒԦ׏ሬሬԦ൯ݒԦ

 

 
Dies ist die totale oder konvektive Ableitung. 
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Komponenten des Terms ൫ݒԦ׏ሬሬԦ൯ݒԦ Siehe Abb. (3.1.3). 
 

 
Abbildung 10: Variation des Geschwindigkeitsfeldes 

 
In analoger Weise können Variationen, z.B. der Temperatur ܶሺݎԦ, ,Ԧݎሺܩ ሻ oder der Konzentrationݐ  ሻݐ
entlang von Trajektorien beschrieben werden, z.B.: 
 

݀ܶ
ݐ݀

ൌ
߲ܶ
ݐ߲

൅ ൫ݒԦ׏ሬሬԦ൯ܶ 

 
 
III.1.4 Strömungslinien, Pfadlinien und Streifenlinien 
 
Strömungslinien  sind  die  Feldlinien  des  Vektorfeldes  ,ԦݎԦሺݒ  .ሻݐ Sie  sind  definiert  als  die 

Tangenten  ‐  an  jedem  Punkt  ‐  des  Geschwindigkeitsvektors  ,ԦݎԦሺݒ  .ሻݐ
Messmethode:   PIV (Particle Imaging Velocimetry) 

 
Pfadlinien   oder Trajektorien werden durch den Weg definiert, den ein Teilchen, das von 

der Strömung mitgetragen wird, nimmt. 
 

ሻݐԦሺݎ ൌ   Ԧ଴ݎ ൅ න ,Ԧ଴ݎԦሺݒ ‘ݐሻ݀‘ݐ
௧

௧బ
 

 
Streifenlinien   (streaks)  sind  gegeben  durch  die Menge  der  Positionen,  die  die  Teilchen 

durchlaufen haben, die  im Punkt ܯ଴ሺݔ, ,ݕ  ሻݖ gestartet  sind.  Experimentelle 
Lösung: Kontinuierlicher Ausstoß von Farbe an einem Punkt. 

 

Ist die Strömung stationär ( 
డ௩ሬԦ
డ௧
ൌ 0), so fallen Strömungslinien, Pfadlinien und „Streaks“ zusammen. 

 
III.2  Massenerhaltung 
 
Die Kontinuitätsgleichung 
 
Wir betrachten ein ortfestes Volumen; die Änderung der Masse in diesem Volumen entspricht den 
hinein‐ bzw. herausströmenden Anteilen: 
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݀݉
ݐ݀

ൌ
݀
ݐ݀
නܸ݀ߩ ൌ െනݒߩԦ ሬ݊Ԧ݀ݏ 

 
 
Wenden wir den Satz von Gauß auf die rechte Seite an und stellen die Gleichung um, so erhalten 
wir: 
 

න
ߩ߲
ݐ߲

൅ Ԧሻܸ݀ݒߩሬሬԦሺ׏
௏

ൌ 0 

 
Diese Relation gilt für ein beliebiges Volumen V, somit gilt also 
 

ߩ߲
ݐ߲

൅ Ԧሻܸ݀ݒߩሬሬԦሺ׏ ൌ 0 

 
III.3 Astrohydrodynamik 
 
Newtons zweites Gesetz für kontinuierliche Materie: 

  ߩ
ݒܦ
ݐܦ

ൌ ߩ ൬
ݒ߲
ݐ߲

൅ ሺݒ · ൰ݒሻ׏ ൌ ݂  ݂: effektive Kraftdichte 

 

Zusammen mit der Kontinuitätsgleichung wird hiermit die gesamte Dynamik kontinuierlicher Materie 
beschrieben (݂ kann sehr unterschiedlich aussehen). 

III.3.1 „Big Bang“ 

Die Beschreibung  einzelner, nichtagierender  Teilchen  als  kontinuierliche Materie  sollte nur  als  ein 
Ansatz mit „einem Funken Wahrheit“ betrachtet werden. 

Das Explosionsfeld 

Kurz nach dem Urknall fliegen alle Teilchen unbeschleunigt auseinander. Da auch keine Kontaktkräfte 
(Kollisionen) wirken, gilt: 

  Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ ሺݒԦ · Ԧݒሻ׏ ൌ 0  (1) 

 

Zur Zeit t befinden sich alle Teilchen bei  
 

ሻݐԦሺݎ ൌ ,ԦݎԦሺݒ ሻݐ ·  ,ݐ
 
wenn  zum  Zeitpunkt  ݐ ൌ 0  am  Ort  Ԧݎ ൌ 0  die  Explosion 
stattfand.  Die  Teilchen  haben  unterschiedliche 
Geschwindigkeiten,  die  aber  nach  der  Explosion  konstant 
bleiben. 
Für die Geschwindigkeit gilt: 
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,ԦݎԦሺݒ ሻݐ ൌ

Ԧݎ
ݐ
  (2) 

 

(2) ist eine Lösung von (1) (hier für die x‐Komponente gezeigt): 

௫ݒ߲
ݐ߲

൅ ሺ׏ݒሻ ݒ௫ ൌ
߲
ݐ߲
ቀ
ݔ
ݐ
ቁ ൅

ݔ
ݐ
߲
ݔ߲

ቀ
ݔ
ݐ
ቁ ൅

ݕ
ݐ
߲
ݕ߲

ቀ
ݔ
ݐ
ቁ ൅

ݖ
ݐ
߲
ݖ߲
ቀ
ݔ
ݐ
ቁ ൌ െ

ݔ
ଶݐ
൅
ݔ
ଶݐ
ൌ 0 

Hubble’s Gesetz: 

Alle Galaxien entfernen sich von uns und voneinander in der Form: 

  Ԧݒ ൌ Ԧݎ଴ܪ  ଴ ist die Hubble‐Konstanteܪ
 

In unserem Primitivmodell ist ܪ଴das Alter des Universums. ܪ଴ ist schwierig zu bestimmen und ist mit 

einem Fehler von ca. 10% behaftet. (ܪ଴ ൎ 2,4 10ିଵସ ଵ
௦௘௖

) 

֜ Das Alter ist 13 Milliarden Jahre (vgl. Alter der ältesten Sterne: 12,5 Milliarden Jahre) 

Die  richtige  Rechnung  auf  Grundlage  der  allgemeinen  Relativitätstheorie  ergibt  12‐20 Milliarden 
Jahre. 

Newton‘sche Kosmologie: 

 

  Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ ሺݒԦ׏ሻݒԦ ൌ Ԧ݃  (3) 

 

„kosmische Demokratie“ bedeutet: 

,Ԧݎሺߩۃ ۄሻݐ ൌ  ሻݐሺߩ

  ,ԦݎԦሺݒ ሻݐ ൌ Ԧݎሻݐሺܪ (4) 
 

Beachte  ,ԦݎԦሺݒ ሻݐ െ ,‘Ԧݎሺݒ ሻݐ ൌ Ԧݎሻሺݐሺܪ െ  ,Ԧ‘ሻݎ d.h.  der  Koordinatenursprung  ist  beliebig  verschiebbar. 
Das Gravitationsfeld müsste sich unter dieser Annahme aber wegmitteln (da überall gleich viel Masse 
in der Umgebung ist). 

Annahme: Das Universum ist eine große Kugel, die von Vakuum umgeben ist. 

  Ԧ݃ሺݎԦ, ሻݐ ൌ െ
ߨ4
3
 Ԧݎሻݐሺߩܩ da ܯሺݎሻ ൌ ସ

ଷ
 ߩଷݎߨ
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Durch Verschieben des Ursprungs ergibt sich ein Gravitationsfeld 

݃ሺݎԦ, ሻݐ െ ݃ሺݎԦᇱ, ሻݐ ൌ െ
4
3
Ԧݎሻሺݐሺߩܩߨ െ  Ԧᇱሻݎ

d.h.  der  Koordinatenursprung  ist  ausgezeichnet.  Dieses  Problem  wird  erst  mit  der  allgemeinen 
Relativitätstheorie gelöst. 

 
Aus (4) folgt: 

ԦݒሬሬԦ׏ ൌ ԦݎሬሬԦ׏ሻݐሺܪ ൌ  ܪ3

Und mit der Kontinuitätsgleichung  

  Ԣߩ ൌ െ3ߩܪ (5) 
 

(4) in (3) mit ൫ݎԦ · ԦݎሬሬሬሬԦ൯׏ ൌ  Ԧݎ

 

  ᇱܪ ൅ ଶܪ ൌ െ
ߨ4
3
 ߩܩ (6) 

 

Glücklicherweise ist hier kein Zentrum des Universums mehr nötig. 

 

Der Kosmische Skalierungsfaktor: 

Die Gleichungen (5) und (6) können durch Einführung einer neuen Längenskala gelöst werden: 

  ሶܽ ൌ ܽܪ (7) 
Aus (5) folgt: 

߲
ݐ߲
ሺܽߩଷሻ ൌ െ3ܽߩܪଷ ൅ ܽܪ3ܽଶߩ ൌ 0     ֜ ܯ ൌ

4
3
ሻݐሻܽଷሺݐሺߩߨ ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

ܽሺݐሻ ՜ ሺ6ሻ 

  ሷܽ ൌ െܩ
ܯ
ܽଶ

 
Entspricht  der  Bewegungsgleichung  eines 
Masseteilchens 1 um eine Masse2 

 

Die kritische Dichte: 

 

Die „Energie“    ܧ ൌ
1
2
ሶܽ ଶ െ ܩ

ܯ
ܽ
  (8) 
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Es gilt: ܧሶ ൌ 0 

 

Mit Gleichung (7) ergibt sich wenn man ܯ durch ߩ ausdrückt: 

ܧ ൌ
4
3
௖ߩଶሺܽܩߨ െ  ሻߩ

 
௖ߩ ൌ

ଶܪ3

ܩߨ8
ൌ 1,1 · 10ିଶ଺

݇݃
݉ଷ  = Masse von 6 Protonen pro m³ 
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III.4 Experimentelle Messmethoden 
 
III.4.1 Laser‐Doppler‐Anemometrie (LDA) 

(engl. laser‐doppler‐velocimetry (LDV)) 
 

Aufbau: zwei gekreuzte Laserstrahlen sowie eine Photodiode 

 

Der Abstand Λ der Interferenzlinien ist gegeben durch: 

Λ ൌ
ߣ

2 sin ቀఝ
ଶ
ቁ
ൌ

଴ߣ
2݊ sin ቀఝ

ଶ
ቁ
 

 ଴: Laserwellenlängeߣ
n : Brechungsindex 
߮: Winkel zwischen den Strahlen 

 

݂ ൌ
ܷ଴
Λ
ൌ 2

ܷ଴
ߣ
 

Typische Werte: 

଴ݒ ൌ 2
ܿ݉
.ܿ݁ݏ

  ߮ ൌ 30°  ଴ߣ ൌ 0,5 μ݉  ݊ ൎ 1  ՜ ݂ ൎ  ݖܪ20݇
 

Dies  ist die gleiche Frequenz, die man als Frequenzverschiebung einer sich bewegenden Lichtquelle 
aufgrund des Dopplereffekts erhalten würde. 

Vorteile: Nichtinvasiv, hohe Frequenzauflösung bei fluktuierenden Geschwindigkeiten 

 

Hinzu kommen noch zwei Dopplerfrequenzen:  

Empfänger 

Partikel 

Ԧ݁ఌ

Ԧ݁ଵ

Ԧ݁ଶ

Ԧݒ
߮ 
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ଵ݂ ൌ ௅݂௔௦௘௥
1 െ ௩ሬԦ೛௘Ԧభ

௖

1 െ ௩ሬԦ೛௘Ԧഄ
௖

  ଶ݂ ൌ ௅݂௔௦௘௥
1 െ ௩ሬԦ೛௘Ԧమ

௖

1 െ ௩ሬԦ೛௘Ԧഄ
௖

 

 
Die Intensität am Detektor ist dann: 

ሬԦଵܧ൫~ܫ ൅ ሬԦଶ൯ܧ ·  ൫ܧሬԦଵ ൅  ଶሬሬሬሬԦ൯ ାܧ

֜ ଵଶܣ~ܫ sinଶሺ߱ଵݐሻ ൅ ଶଶܣ sinଶሺ߱ଶݐሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௭௨ ௦௖௛௡௘௟௟ ~ଵ଴భఱு௭

൅ ଶሾcos൫ሺ߱ଵܣଵܣ െ ߱ଶሻݐ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
"௛௘௧௘௥௢ௗ௬௡௜௡௚"

൅ cos൫ሺ߱ଵ ൅ ߱ଶሻݐ൯ሿ ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
௭௨ ௦௖௛௡௘௟௟

 

֜ ఌ݂ ൌ ଵ݂ െ ଶ݂ ൌ ௅݂௔௦௘௥
Ԧ௣ሺݒ Ԧ݁ଶ െ Ԧ݁ଵሻ

ܿ
ൌ ଵ݂

2 sin ቀఝ
ଶ
ቁ

ܿ
Ԧ௣ݒ ሬ݊Ԧ 

ൌ ଵ݂ݒ௫
2 sin ቀ஦

ଶ
ቁ  

ߣ
 

d.h. die Geschwindigkeitsbestimmung ist ohne Kalibrierung möglich. 

 

III.4.2 Particle Imaging Velocimetry (PIV) 
 

Typischerweise wird mit einem Laser und einer geeigneten Optik ein Lichtvorhang  im  strömenden 
Medium erzeugt.  

 

 

Die  Flüssigkeit wird mit  Tracerteilchen beladen deren Bewegung mit  einer  Kamera  aufgenommen 
wird. In der Regel werden immer zwei Bilder hintereinander belichtet, welche dann in (dynamische) 
Interrogationsfenster unterteilt werden. 

 

 

http://www.lavision.de/techniques/piv.php
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Mittels  der  Kreuzkorrelation  dieser  Fenster  ergibt  sich  der  lokale  Verschiebungsvektor 
(Geschwindigkeitsvektor) der Strömung: 

ܴሺݏԦሻ~න Ԧݔ௧ᇱ ሺܫԦሻݔ௧బሺܫ  ൅  ݔԦሻ݀ݏ
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III.5 Deformationen 
 
Von Interesse sind Deformationsraten. 
Im Gegensatz zu Festkörpern sind bei Flüssigkeiten nicht nur kleine Deformationen von  
 
III.5.1 Die lokalen Komponenten des Geschwindigkeitsgradientenfeldes 
 
Ein Flüssigkeitsteilchen hat am Ort ݎԦ die Geschwindigkeit ݒԦ und am Ort ݎԦ ൅  Ԧ die Geschwindigkeitݎ݀
Ԧݒ ൅  .Ԧݒ݀
 

௜ݒ݀ ൌ  ෍ቆ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

ቇ ௝ݔ݀

ଷ

௝ୀଵ

 

 

Wobei    ௜௝ܩ ൌ
డ௩೔
డ௫ೕ

  die  Elemente  eines  Tensors  2.  Stufe  bezeichnen,  dem  sogenannten 

Geschwindigkeits‐Gradienten‐Tensor. Er kann in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen 
Anteil zerlegt werden. 
 

௜௝ܩ ൌ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

ൌ
1
2
ቆ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

൅
௝ݒ߲
௜ݔ߲

ቇ
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

௘೔ೕ

൅
1
2
ቆ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

െ
௝ݒ߲
௜ݔ߲

ቇ
ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ఠ೔ೕ

 

 
Somit gilt: ܩ௜௝  ൌ   ݁௜௝  ൅ ߱௜௝  

Wir betrachten ݁௜௝ und ߱௜௝  in zwei Dimensionen. 

 

III.5.2 Der symmetrische Anteil (reine Drehung) 
 
Es gilt: ݁௜௝ ൌ   ௝݁௜ und ݁௜௝ enthält sowohl Diagonal‐ als auch Nicht‐Diagonal‐Elemente. 

Betrachte „Test Gitter“  ݐ ՜  :‘ݐ
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III.5.2.1 Deformation aufgrund der Diagonalelemente 
 

ሺ0,0ሻܣ ՜  ሺ0,0ሻ‘ܣ 

1,0ሻ_ݔሺ݀ܤ ՜ ଵݔሺ݀‘ܤ  ൅
ଵݒ߲
ଵݔ߲

 ሻ,0ሻݐଵ݀ݔ݀ 

,ሺ0ܥ ଶሻݔ݀ ՜ ‘ܥ  ൬0, ଵݔ݀ ൅
ଶݔ߲
ଶݔ߲

 ൰ݐଶ݀ݔ݀ 

,ଵݔሺ݀ܦ ଶሻݔ݀ ՜ ‘ܦ  ൬݀ݔଵ ൅ 
ଵݒ߲
ଵݔ߲

,ݐଵ݀ݔ݀ ଶݔ݀ ൅ 
ଶݒ߲
ଶݔ߲

 ൰ݐଶ݀ݔ݀

 
Das bedeutet, dass die Seiten des Gitters parallel und orthogonal zueinander bleiben. 
 

∆ሺ஺஻ሻ
஺஻

ൌ డ௩భ
డ௫భ

 ݐ݀     mit  ∆ሺܤܣሻ ൌ ‘ܤ’ܣ െ  ܤܣ

 
 

Die Diagonalterme von ܩ௜௝ ൌ
డ௩೔
డ௫ೕ

 repräsentieren die Dehnungsrate eines Flüssigkeitselements in die 

entsprechende Richtung. 
Die Änderung der Fläche beträgt somit 
 

ݏ∆
ݏ
ൌ
∆ሺܤܣതതതത ܥܣതതതതሻ
തതതതܥܣ തതതതܤܣ

ൌ
∆ሺܤܣതതതതሻ
തതതതܤܣ

൅
∆ሺܥܣതതതതሻ
തതതതܥܣ

 

 
Denn: 
 

∆ሺܤܣതതതത ܥܣതതതതሻ ൌ  ∆ሺܤܣതതതതሻ|஺஼തതതതୀ௖௢௡௦௧. ܥܣതതതത  ൅ ∆ሺܥܣതതതതሻ|஺஻തതതതୀ௖௢௡௦௧. ܤܣതതതത 
 
Setzt man (78) in Gleichung (79) ein, so erhält man: 
 

ݏ∆
ݏ
ൌ ൬

ଵݒ߲
ଵݔ߲

൅
ଶݒ߲
ଶݔ߲

൰ ݐ݀ ൌ ൫׏ሬሬԦݒԦ൯݀ݐ 

 
Die Spur des Tensors ܩ௜௝  ist die Divergenz des Strömungsfeldes. In drei Dimensionen erhält man: 

 
∆ܸ
ܸ
ൌ  ݐԦ݀ݒሬሬԦ׏

 

Für eine inkompressible Flüssigkeit gilt 
∆௏
௏
ൌ  0.  

Daraus folgt, dass das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei ist. 
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III.5.2.2 Deformation aufgrund der Nicht‐Diagonalelemente  
 
Wir wählen die Diagonalelemente des symmetrischen Anteils des Geschwindigkeits‐Gradienten‐
Tensors (77) gleich null und erhalten folgende Transformationsgleichung: 
 

ۉ

ۈ
ۇ 0

ଵݒ߲
ଶݔ߲

ଶݒ߲
ଵݔ߲

0
ی

ۋ
ۊ
 ൬݀ݔଵ݀ݔଶ

൰ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ
ଵݒ߲
ଶݔ߲

ଶݔ݀ 

ଶݒ߲
ଵݔ߲

ଵݔ݀ 
ی

ۋ
ۊ
 

  
Dies führt auf die Zuordnungsvorschrift der Eckpunkte A,B,C,D: 
 

ሺ0,0ሻܣ ՜  ሺ0,0ሻ‘ܣ 

,ଵݔሺ݀ܤ 0 ሻ ՜ ,ଵݔሺ݀‘ܤ 
ଶݒ݀
ଵݔ݀

 ሻݐ݀ ଵݔ݀ 

,ሺ0ܥ ଶሻݔ݀ ՜ ’ܥ  ൬
ଵݒ݀
ଶݔ݀

,ݐଶ݀ݔ݀  ଶ൰ݔ݀

,ଵݔሺ݀ܦ ଶሻݔ݀ ՜ ‘ܦ  ൬݀ݔଵ ൅
ଵݒ݀
ଶݔ݀

,ݐଶ݀ݔ݀ ଶݔ݀ ൅
ଶݒ݀
ଵݔ݀

 ൰ݐଵ݀ݔ݀

 

 
 

Wir führen die Winkel dα, β, γ ein und erhalten die Näherung: 
 
 

ߙ݀ ൎ ൫ݒଶሺ݀ݔଵሻ– ݒଶሺ0ሻ൯
ݐ݀
ଵݔ݀

ൎ
ଶݒ߲
ଵݔ߲

 ݐ݀

֜ ௗఈ
ௗ௧
ൌ డ௩మ

డ௫భ
  ,  

ௗఉ
ௗ௧
ൌ  െ డ௩భ

డ௫మ
 

֜
ߛ݀
ݐ݀

ൌ െ
ߙ݀ െ ߚ݀

ݐ݀
ൌ െ൬

ଶݒ߲
ଵݔ߲

൅
ଵݒ߲
ଶݔ߲

൰ ൌ െ2݁ଵଶ 
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Die Nicht‐Diagonal‐Elemente des Geschwindigkeits‐Gradienten‐Tensors bezeichnen also die Winkel‐ 
Deformations‐Geschwindigkeit. 

݁௜௝ ൌ
1
3
௜௝݁௟௟ߜ ൅ ൤݁௜௝ െ

1
3
 ௜௝݁௟௟൨ߜ

 
Es ist also sinnvoll, den symmetrischen Tensor ݁௜௝ in einen diagonalen und in einen spurfreien Tensor 
zu zerlegen. 
 

݁௜௝ ൌ   ௜௝ดݐ
ௗ௜௔௚௢௡௔௟

൅  ݀௜௝ด
௦௣௨௥௙௥௘௜

 

 
Hierbei entsteht durch die ݐ௜௝  eine Volumen‐Dilatation und durch die ݀௜௝  eine Volumenerhaltende 

Drehung. 
 
III.5.3 Analyse der antisymmetrischen Komponenten 
 

Wie wir in Kapitel (III.5.1) gesehen haben, gilt: 
 

߱௜௝ ൌ
1
2
ቆ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

െ
௝ݒ߲
௜ݔ߲

ቇ 

 
Für den Fall ݁௜௝ ൌ  0 erhält man: 

ߙ݀ ൎ
ଶݒ߲
ଵݔ߲

 ݐ݀

ߚ݀ ൎ െ
ଶݒ߲
ଵݔ߲

ݐ݀ ൌ   ߙ݀

 
 
 
Somit bleibt der rechte Winkel (wenn wir von einem Rechteck bzw. Quadrat ausgehen) erhalten. 
 

ߙ݀ ൌ
ଶݒ߲
ଵݔ߲

ൌ
1
2
൬
ଶݒ߲
ଵݔ߲

െ
ଵݒ߲
ଶݔ߲

൰ ݐ݀ ൌ ߱ଶଵ݀ݐ 

 
Definition: Vortizität 
 

ሬ߱ሬԦ ൌ ൭
߱ଵ
߱ଶ
߱ଷ

൱  mit ߱௞ ൌ ௜௝௞ߝ ௝߱௞     ,ߝ௜௝௞:Levi‐Civita‐Symbol 

 

ሬ߱ሬԦ  bezeichnet  die  Vortizität  ሬ߱ሬԦ ൌ ሬሬԦ׏ ൈ vሬԦΩሬሬԦ ൌ ଵ
ଶ
൫׏ሬሬԦ ൈ vሬԦ൯  stellt  die  lokale Winkelgeschwindigkeit  eines 

Fluid‐Elements dar. 
 
Beispiel:  
 
Starre‐Körper‐Rotation mit Geschwindigkeitsfeld ݒԦ  ൌ Ω ൈ  .Ԧݎ
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In Zylinder‐Koordinaten: ݒ௥ ൌ 0, థݒ ൌ Ωݎ, ௭ݒ ൌ 0 
 

ሺ׏ ൈ ሻݒ ൌ ቆ
థݒ߲
ݎ߲

൅
థݒ
ݎ
ቇ Ԧ݁௭ ൌ 2Ω  Ԧ݁௭ ൌ 2ΩሬሬԦ 

 
III.5.4 Einfacher Scherfluss 
 

௫ݒ ൌ ,ݕ2ܾ  ௬ݒ ൌ 0 
 

 

 
 

ሾܩሿ ൌ ቂ0 ܾ
ܾ 0ቃᇣᇤᇥ

஽௘௙௢௥௠௔௧௜௢௡

൅ ቂ 0 ܾ
െܾ 0ቃᇣᇧᇤᇧᇥ
ோ௢௧௔௧௜௢௡

 

 
Eine Deformation durch einen planaren Scherfluss setzt sich zusammen aus einer reinen Rotation 
und einer reinen Deformation im Verhältnis von genau 1:1. 
 
௜௝ᇱߪ  ist der viskose Spannungstensor, der auch Diagonalterme enthalten kann. 

Verschiedene Symmetrieüberlegungen wie z.B. die Invarianz gegen Rotation, führen zu der Form: 

߱௜௝ ൌ
1
2
ቆ
௜ݒ݀
௝ݔ݀

–
௝ݒ݀
௜ݔ݀

ቇ 
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  ௜௝ᇱߪ ൌ ௜௝݁ߟ2 für inkompressible Flüssigkeiten  
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IV. Die Dynamik von Flüssigkeiten 
 

IV.1 Oberflächenkräfte 

Der Spannungstensor als allgemeiner Ausdruck für Oberflächenkräfte 

Spannung bedeutet Kraft pro Einheitsfläche! 

Im ruhenden Fluid wirkt nur der hydrostatische Druck, der stets senkrecht auf Oberflächenelemente 
wirkt. Im bewegten Fluid treten tangential angreifende Kräfte auf. Dies führt zu einem 
Spannungstensor ߪ௜௝  (3x3 Matrix) mit Flächenelementen in drei Richtungen j und angreifenden 

Kräften i. 

In der Regel separiert man den Druck zunächst als isotrope Komponente 

௜௝ߪ ൌ ௜௝ᇱߪ െ ௜௝ߜ݌  

IV.2 Die Bewegungsgleichung 

Newtons Kraft‐Gesetz: 

ߩ
Ԧݒ߲
ݐ߲

ൌ  ߪሬሬԦ׏

ߩ
Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ Ԧݒ൫ߩ · ԦݒሬሬԦ൯׏ ൌ െ׏ሬሬԦ݌ ൅ ߪሬሬԦ׏ ൅ ߩ Ԧ݂ด
௏௢௟௨௠௘௡௞௥௔௙௧

 

Die Navier‐Stokes Gleichung: 

ߩ
Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ Ԧݒ൫ߩ · ԦݒሬሬԦ൯׏ ൌ െ׏ሬሬԦ݌ ൅  ԦݒሬሬԦଶ׏ߟ

Allgemein für kompressible Fluide: 

ߩ
Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ Ԧݒ൫ߩ · ԦݒሬሬԦ൯׏ ൌ െ׏ሬሬԦ݌ ൅ ԦݒሬሬԦଶ׏ߟ ൅ ቀ߫ ൅
ߟ
3
ቁ׏ሬሬԦ൫׏ሬሬԦvሬԦ൯ 

Euler Gleichung (für nichtviskose (ideale) Fluide, aber auch gute Vorhersage für Wasser…): 

ߩ
Ԧݒ߲
ݐ߲

൅ Ԧݒ൫ߩ · ԦݒሬሬԦ൯׏ ൌ െ׏ሬሬԦ݌ 

IV.3 Randbedingungen 

 

 
Ԧௐ௔௡ௗݒ · ሬ݊Ԧ ൌ Ԧி௟௨௜ௗݒ · ሬ݊Ԧ (Folge der Kontinuitätsgleichung. 

Das Fluid kann die Wand nicht 
durchdringen.) 
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Für  ideale  Flüssigkeiten  gilt  die  „free‐slip“  Randbedingung.  Ansonsten  gilt  immer  Ԧ௙௟௨௜ௗݒ ൌ  .Ԧ௦௢௟௜ௗݒ 
Abweichungen hiervon sind erst auf der Nanometerskala bemerkbar. 

IV.4 Spezielle Lösungen der Navier‐Stokes Gleichung 
 

IV.4.1 Eindimensionale Strömung 

Im  Allgemeinen  existieren  keine  analytischen  Lösungen  für  die  Strömungsfelder  in  kompressiblen 
Flüssigkeiten. Nur  für  sehr  einfache  Strömungen  lassen  sich  solche  finden.  In  der Regel  führt  der 

Advektionsterm ߩ൫ݒԦ ·  Ԧ, also die starke Variation des Geschwindigkeitsfeldes, zu diesem schwer zuݒሬሬԦ൯׏

beschreibenden, nichtlinearen Verhalten. 

Nur bei kleinen Geschwindigkeiten überwiegt der lineare Term ׏ߟሬሬԦଶݒԦ. Hier spricht man vom „Stokes‐
Fluss“.  In  diesem  Fall  wird  die  Navier‐Stokes  Gleichung  zu  einer  linearen  Bewegungsgleichung 

(Strömung bei kleinen Reynoldszahlen ܴ݁ ൌ ௩·ௗ·ఘ
ఎ

) 

Auch in 1‐Dimensionalen Flüssen verschwindet der nichtlineare Term. 

Sei ݒԦ ؠ   ௫ݒ ֜  ௬ݒ ൌ ௭ݒ ൌ 0 

mit ׏ሬሬԦݒԦ ൌ డ௩ೣ
డ௫

൅ డ௩೤
డ௬

൅ డ௩೥
డ௭

ൌ 0 

֜
௫ݒ߲
ݔ߲

ൌ 0 

֜ Ԧݒ ൌ ൭
,ݕ௫ሺݒ  ሻݖ

0
0

൱ 

und ൫ݒԦ · ԦݒሬሬԦ൯׏ ൌ ൫ݒ௫߲௫ ൅ ௬߲௬ݒ ൅ ௭ݒ ௭߲൯ݒԦ ൌ 0 

IV.4.2 Einfacher Scherfluss (Couette Strömung) 

 

Navier‐Stokes: 

ߟ డమ௩
డ௬మ

ൌ డ௣
డ௫
,   

డ௣
డ௬
ൌ െ݃ߩ 

Mit der Randbedingung 
డ௣
డ௫
ൌ 0   ֜ డమ௩

డ௬మ
ൌ 0 
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           ֜ ௫ݒ ൌ ଴ݒ
௬
௔
 

Die viskose Reibung pro Einheitsfläche ist: 

|௫ܨ| ൌ หߪ௫௬ห ൌ ௫ݒ௬߲ߟ ൌ ߟ
଴ݒ
ܽ
 

Bem.: Die viskose Kraft ߲ߟ௬ଶݒ௫ auf ein bewegtes Fluidelement ist Null, da die viskose Spannung 

entlang der y‐Achse überall gleich ist. 

IV.4.3 Poiseuille Fluss 

Fluss zwischen parallelen Platten bei ݕ ൌ െ௔
ଶ
 und ݕ ൌ ௔

ଶ
. Der Druckgradient sei 

డ௣
డ௫
ൌ െܭ ൌ െ∆௣

௅
. 

 

 

௫ݒ௬ଶ߲ߟ ൌ
݌∆
ܮ
 

Integration und Einsetzen der 
Randbedingungen ݒ௫ ൌ 0 bei 
ݕ ൌ േ௔

ଶ
 

 

௫ݒ ൌ
ܭ
ߟ2

ቆെݕଶ ൅
ܽଶ

4
ቇ ൌ െ

݌߲
ݔ߲

1
ߟ2

ቆെݕଶ ൅
ܽଶ

4
ቇ ൌ ଴ݒ ቆ1 െ

ଶݕ4

ܽଶ
ቇ  

ݕ ଴ ist die Maximalgeschwindigkeit beiݒ ൌ 0. 

଴ݒ ൌ ܭ
ܽଶ

ߟ8
ൌ െ൬

݌߲
ݔ߲
൰
ܽଶ

ߟ8
 

Die Flussrate Q pro Einheitsfläche in z‐Richtung beträgt: 

ܳ ൌ න ݕሻ݀ݕ௫ሺݒ
ೌ
మ

ିೌమ

 ൌ ܭ
ܽଷ

ߟ12
ൌ
݌∆
ܮ

ܽଷ

ߟ12
 

Die mittlere Strömungsgeschwindigkeit U (ܷ ൌ ொ
௔
) ist: 

ܷ ൌ ܭ
ܽଶ

ߟ12
ൌ
଴ݒ2
3

 

Bei einer Strömung durch eine Röhre (Zylinderkoordinaten): 

 

  ଴ݒ ൌ
ଶܴܭ

ߟ4
  ܴ:Radius 

 

  ܳ ൌ
ߨ
ߟ8

݌∆
ܮ
 ସݎ (Hagen‐Poiseuille) 
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V. Erhaltungsgesetze 
 

V.1 Massenerhaltung 
 
 

ሺכሻ 
ߩ߲
ݐ߲

൅ ԦሻݒߩሬሬԦሺ׏ ൌ
ߩ߲
ݐ߲

൅
߲൫ݒߩ௝൯
௝ᇣᇧᇤᇧᇥݔ߲

ா௜௡௦௧௘௜௡௞௢௡௩.

ൌ 0  (Euler) 

  ֜ ൬
ߩ߲
ݐ߲

൅ ൰ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥߩሬሬԦ׏Ԧݒ
೏ഐ
೏೟

൅ ԦݒሬሬԦ׏ߩ ൌ 0 
 

  ߩ݀
ݐ݀

൅ ݒ׏ߩ ൌ
ߩ݀
ݐ݀

൅ ߩ
௝ݒ߲
௝ݔ݀

ൌ 0  (Lagrange) 

 
V.2 Impulserhaltung 
 
Impuls pro Volumen ist: ߩ ·  Ԧݒ
 

Navier‐Stokes:  ߩ
∂v୧
∂t

ൌ െρv୨
∂v୧
∂x୨

െ
∂p
∂x୧

൅
∂σ୧୨ᇱ

∂x୨
൅ ߩ ௜݂ 

 

 
mit (*)  

߲ሺݒߩ௜ሻ
ݐ߲

ൌ െݒ௜
߲൫ݒߩ௝൯
௝ݔ߲

െ ௝ݒߩ
௜ݒ߲
௝ݔ߲

െ
݌߲
௜ݔ߲

൅
௜௝ᇱߪ߲

௝ݔ߲
൅ ߩ ௜݂ 

(da ߲௧ሺݒߩ௜ሻ ൌ ሺ߲௧ߩሻݒ௜ ൅ ሺ߲௧ݒ௜ሻߩൌฎ
כ
௜ሻݒߩԦ ߲௫ሺݒ ൅  (Ԧݒ௧߲ߩ

 

֜ ߲௧ሺݒߩ௜ሻ ൌ െ߲௫ೕ൫ݒ ߩ௜ݒ௝ ൅ ௜௝ߜ݌ െ ௜௝ᇱߪ ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
ி௟௨௦௦

൅ ߩ ௜݂ด
ொ௨௘௟௟௘

 

 
d.h.   Impulsänderung = Divergenz eines Flusses + Quelle 
 
V.2.1  Integraldarstellung  
 
Wir betrachten ein ortsfestes Volumen ܸ 
 

න ߲௧ሺݒߩ௜ሻܸ݀
௏

ൌ െන ߲௫ೕ൫ݒ ߩ௜ݒ௝ ൅ ௜௝ߜ݌ െ ௜௝ᇱߪ ൯ܸ݀
௏

൅ න ߩ ௜݂ܸ݀
௏

 

֝ 

߲௧ න ሺݒߩ௜ሻܸ݀
௏

ൌ െන ൫ݒ ߩԦ ሺݒԦ ሬ݊ሬሬԦሻ ൅ ሬ݊ሬሬԦ ݌ െ  ᇱߪ ሬ݊Ԧ൯݀ Ԧܵ
ௌᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

ூ௠௣௨௟௦௙௟௨௦௦ ஈ ௗ௨௥௖௛ ௗ௜௘ ை௕௘௥௙௟ä௖௛௘ ௌ

൅ න ߩ Ԧ݂ܸ݀
௏
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Π௜௝ ൌ ௝ᇣᇤᇥݒ௜ݒߩ
ூ௠௣௨௟௦௧௥௔௡௦௣௢௥௧
ௗ௨௥௖௛ ௕௘௪௘௚௧௘

்௘௜௟௖௛௘௡

൅ ௜௝ถߜ݌
ூ௠௣௨௟௦௧௥௔௡௦௣௢௥௧

ௗ௨௥௖௛
஽௥௨௖௞ି௄௥ä௙௧௘

െ ௜௝ᇱดߪ
ூ௠௣௨௟௦௧௥௔௡௦௣௢௥௧
ௗ௨௥௖௛ ௩௜௦௞௢௦௘

ோ௘௜௕௨௡௚

 

Für stationäre Strömungen bleibt nur ein Oberflächenintegral bezüglich der Geschwindigkeit ݒԦ übrig 
 Die Kenntnis der Strömung an der Oberfläche genügt zur vollständigen Beschreibung. 

 
V.2.2 Inkompressible Flüssigkeiten 
 
 
  ሾߪᇱሿ ൌ ሾ݁ሿߟ2 ሾ݁ሿ: symmetrischer Anteil des 

Scherratentensors 
Planare Couette‐Strömung: 
 
Impulsstrom 

௫ܫ ൌ Π௫௫݊௫ ൌ ௫ଶݒߩ ൅  ݌
௬ܫ  ൌ Π௫௬݊௬ ൌ െߪ௫௬ᇱ ݊௬ ൌ െ߲ߟ௬ݒ௫ 

 
V.3 Bernoulli Gleichung 
 
V.3.1 Energieerhaltung 
 
Die kinetische Energie pro Einheitsvolumen 

݁௞௜௡ ൌ
1
2
 ଶݒߩ

Die eulersche Ableitung (mit Navier‐Stokes) lautet dann: 

߲௧ ൬
1
2
ଶ൰ݒߩ ൌ െ׏ሬሬԦ ൤ݒԦ ൬

1
2
ଶݒߩ ൅ ൰݌ െ ൫ߪᇱ · Ԧ൯൨ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥݒ

???

൅ Ԧݒߩ Ԧ݂ต
௏௢௟௨௠௘௡௞௥ä௙௧௘

െ ௜௝ᇱߪ ߲௫ೕݒ௜ᇣᇧᇤᇧᇥ
ௐä௥௠௘ି஽௜௦௦௜௣௔௧௜௢௡

 

Für ideale, inkompressible Flüssigkeiten ׏ሬሬԦݒԦ ൌ 0, ߩ ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ
 

 

ᇩᇭᇭᇪᇭᇭᇫ

ௌ௧௔௚௡௔௧௜௢௡௦ି
ௗ௥௨௖௞

֜ ሬሬԦ׏Ԧݒ ൬
1
2
ଶݒߩ ൅ ݌ ൅ ൰ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ݃ߩ

௞௢௡௦௧௔௡௧ ௘௡௧௟௔௡௚ 
௘௜௡௘௥ ௌ௧௥௢௠௟௜௡௜௘

൫௩ሬԦ׏ሬሬԦୀ଴൯

ൌ 0 

Für eine Potentialströmung
Ԧݒݐ݋ݎ) ൌ 0) ist der Ausdruck in der 

Klammer immer konstant. Dies 
sieht man, wenn die 

Bewegungsgleichung aus der Euler‐
Gleichung abgeleitet wird 

     

ሺככሻ  ሬሬԦ׏ ൤ݒԦ ൬
1
2
ଶݒߩ ൅ ൰൨݌ ൌ ൬

1
2
ଶݒߩ ൅ ൰݌ ԦดݒሬሬԦ׏

ୀ଴
൅ ሬሬԦ׏Ԧݒ ൬

1
2
ଶݒߩ ൅  ൰݌
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Bsp.: 

Geschwindigkeit U am Ort 0 
Druck ݌଴ und ݌௦ an den Orten 0 und ݏ 

 
1
2
ଶݒߩ ൅ ݌ ൅ ݃ߩ ൌ ܿ 

 
 

௦݌ ൌ ଴݌ ൅ ఝߩ
ܷଶ

2
 

Geschwindigkeitserhöhung = Druckerniedrigung
(z.B. Kavitation, Hydrostatisches Paradoxon) 

 
 
V.3.2 Bernoulli Gleichung einer Kurve 

 
Betrachte ein „Teilchen“ in der Flüssigkeit 
 

ߩ
Ԧݒ݀
ݐ݀

ൌ ൬ߩ
ݒ݀
ݐ݀
൰ Ԧݐ ൅ ቆߩ

ଶݒ

ܴ
ቇ ሬ݊Ԧ ൌ െ׏ሬሬԦ݌ 

 

 
 

Multiplikation mit ݐԦ und Übergang ins eulersche Bild ergibt: 
 
 
  ݒߩ

ݒ߲
ݏ߲

ൌ െ
݌߲
ݏ߲

 
 ist die Koordinate entlang der ݏ

Strömungslinie 

 
Multiplikation mit  ሬ݊Ԧ: 
 

ߩ
ଶݒ

ܴ
ൌ െሬ݊Ԧ׏ሬሬԦ݌ ൌ െሬ݊Ԧ

݌߲
ݎ߲

ଓԦ௥ ൌ
݌߲
ݎ߲

 

 
Der Druck erhöht sich, wenn man sich aus Bereichen großer Krümmung entfernt („Coanda‐Effekt“ 
oder Teekessel‐Effekt). 
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V.4 Der Hydraulische Sprung 
 
V.4.1 Qualitative Beschreibung 
 

ܷሺݔሻ: 
Strömungsgeschwindigkeit 
ܿሺ݄ሻ: Geschwindigkeit der 
Oberflächenwellen 

 
In der Mitte:   ܷሺݔሻ ൐ ܿሺ݄ሻ   (überkritisch) 
Außen:    ܷሺݔሻ ൏ ܿሺ݄ሻ   (unterkritisch) 

In Abhängigkeit der Froude‐Zahl ݎܨ ൌ ௎ሺ௫ሻ
௖ሺ௛ሻ

 bildet sich eine „Schockwelle“ aus. Charakteristisch ist 

auch das V‐Förmige Profil, wenn man einen Stab in den flachen Bereich hält. 
 

‐ Dies entspricht dem Strömungsprofil eines Überschallflugzeuges; damit ist ܯ ൌ ௎
௖
  

(ܿ: Schallgeschwindigkeit) die Mach‐Zahl das Analog zur Froude‐Zahl. 
‐ Weiteres Beispiel: Das Brechen von Wellen 

 
 
V.4.2 Mathematische Beschreibung 
 

න ሺݒߩԦሺݒԦ  ሬ݊Ԧሻ ൅ ሬ݊Ԧሻ ݀ܵᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ݌
ூ௠௣௨௟௦௦௧௥௢௠, ఙᇲୀ଴ௌ

ൌ ߲௧ න ܸ݀ Ԧݒߩ
௏ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ୀ଴ ௗ௔ ௦௧௔௧௜௢௡ä௥

 

 

Impulserhaltung: 

ඵ ௝ݒ௫൫ݒߩ ௝݊൯ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௧௔௡௚௘௡௧௜௔௟௘
௄௢௠௣௢௡௘௡௧௘

݀ܵ
ௌ

ൌ ൫ܷᇱଶ݄ଶߩ െ ܷଶ݄ଶ൯ 
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Die Drücke bei AB und A‘ B‘ hängen nur von y ab, da der Fluss 1‐Dimensional ist. 

݌ ൌ ଴݌ ൅ ሺ݄݃ߩ െ  ሻݕ

ᇱ݌ ൌ ଴݌ ൅ ሺ݄ᇱ݃ߩ െ  ሻݕ

Integral über p an der Stelle BC 

න ܵ݀ ௫݊݌
ௌ

ൌ ଴ሺ݄݌ െ ݄ᇱሻ െ න ൫݌଴ ൅ ሺ݄݃ߩ െ ݕሻ൯݀ݕ
௛

଴
൅ න ൫݌଴ ൅ ሺ݄ᇱ݃ߩ െ ݕሻ൯݀ݕ

௛ᇲ

଴
ൌ
݃ߩ
2
൫݄ᇱଶ െ ݄ଶ൯ 

֜ ൫ܷଶ݄ െ ܷᇱଶ݄ᇱ൯ ൅ ݃ ቆ
݄ଶ

2
െ
݄ᇱଶ

2
ቇ ൌ 0 

Massenerhaltung: 

֜ ܷᇱ ൌ ඨ݃
݄
݄ᇱ
ሺ݄ ൅ ݄ᇱሻ

2
ൌ ඨ݄݃ᇱ ൭

݄
݄ᇱ
1
2
൬1 ൅

݄
݄ᇱ
൰൱ 

 

  ܷ ൌ ඨ݃
݄ᇱ

݄
ሺ݄ ൅ ݄ᇱሻ

2
ൌ ඨ݄݃ᇱ ൭

݄ᇱ

݄
1
2
൬1 ൅

݄ᇱ

݄
൰൱  ሺכሻ 

Da h<h‘  

  ֜ ܷᇱ ൏ ඥ݄݃ᇱ    ܷ ൐ ඥ݄݃ᇱ   (ඥ݄݃: Geschwindigkeit der 
Oberflächenwellen) 

 

Dies  ist  eine  stabile  Situation,  trotz  des  Höhensprungs.  Wenn  die  Wellenfront  (der  Schock) 
stromaufwärts läuft, wird er von der Strömung zurückgetragen. Wenn die Wellenfront stromabwärts 
getrieben wird, ist sie schnell genug um stromaufwärts zu laufen. 

Ges.: 
௛ᇲ

௛
  

݄݃ᇱଶ ൅ ݄݄݃ᇱ െ 2ܷଶ݄ ൌ 0 

֜ ௛ᇲ

௛
ൌ ௎

௎ᇲ
ൌ ି௚௛ାඥሺ௚௛ሻమା଼௎మ௚௛

ଶ௚௛
ൌ ିଵା√ଵା଼ி௥

ଶ
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V.5  Potentialströmung 

Nichtviskose Fluide werden durch die Euler‐Gleichung beschrieben: 

ߩ డ௩ሬԦሺ௥Ԧ,௧ሻ
డ௧

൅ ,ԦݎԦሺݒሬሬԦ൯׏Ԧݒ൫ߩ ሻݐ ൌ ߩ Ԧ݂ െ  .݌ሬሬԦ׏

Für solche Flüssigkeiten existieren Potentialströmungen, d.h. 

ሬሬԦ׏ ൈ ,ԦݎԦሺݒ ሻݐ ൌ 0. 

Dies ist erfüllt wenn: 

ԦሻݎԦሺݒ ൌ  .ԦሻݎሬሬԦΦሺ׏

Dies ermöglicht es, einige Probleme leichter zu lösen, insbesondere ohne die Details der lokalen 
Bewegung kennen zu müssen. 

Bernoullis Gleichung schreibt sich dann z.B.: 

 

 
ρ
∂Φ
∂t

൅ ρ
vଶ

2
൅ p ൅ ρφᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
B

ൌ const. 
(D.h. für stationäre Strömungen 

 B=const. Überall) 

 

Denn: 

ߩ
߲vሬԦ
∂t

ൌ ρ
∂൫׏ሬሬԦΦ൯
∂t

ൌ ሬሬԦ ൬ρ׏
∂Φ
∂t
൰ ൌ െρ൫vሬԦ׏ሬሬԦ൯vሬԦ െ ሬሬԦp׏ െ  .ሬሬԦሺρφሻ׏

Mittels der Vektoridentität: 

൫ݒԦ׏ሬሬԦ൯ ݒԦ ൌ ׏
ଶݒ

2
െ Ԧݒ ൈ ൫׏ሬሬԦ ൈ Ԧ൯ᇣᇧᇤᇧᇥݒ

ୀ଴

 

֜ ߩቆ׏
߲Φ
∂t

൅ ρ
vଶ

2
൅ p ൅ ρφቇ ൌ 0 

V.5.1 Randbedingungen 

Für inkompressible Flüssigkeiten (׏ሬሬԦݒԦ ൌ 0) gilt: 

ԦݒሬሬԦ׏ ൌ ሬሬԦΦ൯׏ሬሬԦ൫׏ ൌ ଶΦ׏ ൌ 0. 

Für die Randbedingungen an Wänden folgt: 

ப஍
ୢ୬

ൌ 0 und für zwei Flüssigkeiten ப஍భ
ୢ୬

ൌ ப஍మ
ୢ୬
. 

V.5.2 Eindeutigkeit 
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Das Strömungspotential ist eindeutig! (Bew.: Elektrodynamik) 

 

V.5.3 Das Strömungspotential einfacher Strömungen 

 

V.5.3.1 Uniformer, paralleler Fluss in 2D 

௑ݒ ൌ ܷ ൌ .ݐݏ݊݋ܿ , ௬ݒ ൌ 0 

 

߲Φ
ݔ߲

ൌ ௫ݒ ൌ ܷ ൌ
߲Ψ
ݕ߲

 
߲Φ
ݕ߲

ൌ 0 ൌ
߲Ψ
ݔ߲

 

Φ ൌ U · x
 

Ψ ൌ U · y
 

 

V.5.3.2 Vortex‐Fluss 

 

௥ݒ ൌ 0 ఝݒ ൌ
Γ
ݎߨ2

 

1
r
∂Φ
∂φ

ൌ v஦ ൌ െ
∂Ψ
∂r

 
∂Φ
∂r

ൌ v୰ ൌ
1
r
∂Ψ
∂φ
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Die Zirkulation entlang eines Kreises um den Ursprung ist: 

න ݈݀ݒ
ࣦ

ൌ න
Γ
2πr

r dr
ଶగ

଴
ൌ Γ ֜ Φ ൌ

Γφ
2π

    Ψ ൌ െ
Γ
2π

log ൬
ݎ
଴ݎ
൰ 

Spezialfall, da Φ von φ abhängt und …? 
für r=0 nicht definiert 

 

 

V.5.3.3 Strömung um einen Zylinder 
‐ Im Ursprung sei die Strömung uniform mit |ݒ| ൌ ܷ 
‐ ܴ: Zylinderradius 

 
i) ohne Zirkulation 

Wir betrachten in Polarkoordinaten die Überlagerung des Potentials ΦU und eines Dipols Φ୮: 

 

 
Φ ൌ ΦU ൅ Φ୮ ൌ U r cosሺ߮ሻ െ

݌ cosሺ߮ሻ
ݎߨ2

ൌ ቀܷ െ
݌
ݎߨ2

ቁ cosሺ߮ሻ  ሺכሻ 

 

Die Idee dabei ist die einer Multipolentwicklung, wobei kein Quellterm (Monopol) auftritt. Da Φ 
eindeutig ist, löst ሺכሻ unser Problem wenn die entsprechenden Randbedingungen erfüllt sind. 

 

v୰ ൌ
∂Φ
∂r

ൌ ቀU ൅
p

2πrଶ
ቁ cosሺ߮ሻ  ఝݒ ൌ

1
ݎ
߲Φ
∂φ

ൌ െቀU െ
p

2πrଶ
ቁ sinሺ߮ሻ 

 

Ges.:    ݌

R0 ist beliebig da 
nur Ableitungen 
physikalisch 
relevant sind 
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Randbedingung:  Ԧݒ ൌ ݎ   ሬሬሬԦ    bei ݑ ൌ ∞  und    ݒ௥ሺݎ ൌ ܴሻ ൌ 0 

 

Aus    ݒ௥ሺݎ ൌ ܴሻ ൌ 0 folgt: 

െ
݌

ଶݎߨ2
ൌ ܷ    ֜  Φ ൌ U r cosሺ߮ሻ ቆ1 ൅

ܴଶ

ଶݎ
ቇ 

 

֜ ௥ݒ ൌ ܷ ቆ1 െ
ܴଶ

ଶݎ
ቇ cosሺ߮ሻ  ఝݒ ൌ െܷቆ1 ൅

ܴଶ

ଶݎ
ቇ sinሺ߮ሻ 

 

Ψ ൌ U r sinሺ߮ሻ ቆ1 െ
ܴଶ

ଶݎ
ቇ 

Strömungslinien: 

 

ii) Mit Zirkulation 

Ansatz: Wir addieren einen Zirkulationsanteil hinzu 

Φ ൌ ቀUr െ
p
2πr

ቁ cosሺ߮ሻ ൅
Γ
ߨ2

 ݎ

Auch diese Lösung ergibt sich durch Superposition der Einzellösungen, da jede die Randbedingungen 
erfüllt. 

௥ݒ ൌ ܷ ቆ1 െ
ܴଶ

ଶݎ
ቇ cosሺ߮ሻ  ఝݒ ൌ െܷቆ1 ൅

ܴଶ

ଶݎ
ቇ sinሺ߮ሻ ൅

Γ
ݎߨ2

 

 

Zunächst überprüfen wir noch ob ein Stagnationspunkt auf der Zylinderoberfläche existiert. Dafür 
muss gelten: 
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ݎ௥ሺݒ ൌ ܴሻ ൌ െܷቆ1 ൅
ܴଶ

ଶݎ
ቇ sinሺ߮ሻ ൅

Γ
ݎߨ2

ൌ 0  ֜ sinሺ߮ሻ ൌ  
Γ

ܷܴߨ4
  

Hier gibt es zwei Fälle: 

• 0 ൏ |Γ| ൏  ܷܴߨ4

Es existieren zwei Stagnationspunkte  ଵܲ und  ଶܲ. Für  |Γ| ൌ 4πR|U| kolabieren die beiden 
Punkte in einen einzelnen. 

 

• |Γ| ൐  |U|ܴߨ4
Der Stagnationspunkt entfernt sich vom Zylinder. 

 
 

Es gilt dann ߮ ൌ േ1 und 

െ|ܷ| ቆ1 ൅
ܴଶ

ଶݎ
ቇ ൅

|Γ|
2πr

ൌ 0 

֜ ݎ ൌ ܴቌ
|Γ|

4πR|U|
൅ ඨቆ

|Γ|
4πR|U|

ቇ
ଶ

െ 1ቍ 

Die Strömung übt sowohl eine Verschiebekraft („drag force“) als auch eine Hebekraft („lift 
force“) auf den Zylinder aus. Letztere folgt aus dem ausgeübten Druck, der der Bernoulli‐
Gleichung gehorcht: 

݌ ൌ ଴݌ ൅
1
2
ଶݒߩ ቆ1 െ ൬െ2 sinሺ߮ሻ ൅

Γ
2πRU

൰
ଶ
ቇ 



Strömungsdynamik einfacher und komplexer Flüssigkeiten          SS 2008 

 

 
40 

 

Die Hebekraft ܨ௅ pro einheitslänge des Zylinders resultiert aus dem Druck in y‐Richtung: 

௅ܨ ൌ න െ݊݅ݏ݌ሺ߮ሻܴ݀߮ ൌ െ
ଶగ

଴
න

௙ܷΓߩ
π

sinଶሺ߮ሻ ݀߮
ଶగ

଴
ൌ െߩ௙ܷΓ 

Dies ist die sogenannte Magnus‐Kraft. 
F_x ist null, da die Kräfte symmetrisch sind bezüglich einer Spiegelung an der y‐Achse. 
(Bedenke, dass ߟ ൌ 0 ist!) 
 

V.5.3.4 Kugel in uniformer Strömung (ohne Zirkulation) 

Φ ൌ ሻߠሺݏ݋ܿݎܷ ቆ1 ൅
ܴଷ

ଷݎ2
ቇ 

௥ݒ ൌ ܷ ቆ1 െ
ܴଷ

ଷݎ
ቇ cosሺߠሻ   ݒఏ ൌ െܷ ቆ1 െ

ܴଷ

ଷݎ2
ቇ sinሺߠሻ  

Ψ ൌ
U
2
ቆrଶ െ

Rଷ

r
ቇ sinଶሺߠሻ 

d.h. ݒ௥~
ଵ
௥య
! 

V.5.3.5 Hebekraft an einem Flugzeugflügel 

Die Hebekraft an einem Flugzeugflügel der folgenden Form : 

 

Lautet dann: 

 

  ௅ܨ ൎ ሻܣଶሺܷߩߨ sinሺߙሻ Mit ܣ = Fläche 
Dies ist eine starke Vereinfachung; allerdings ist die Lage der Punkte  ଵܲ und  ଶܲ bzw. die dazugehörige 
Zirkulation in dieser Form in viskosen Fluiden zu beachten   Grenzschicht!  
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  Takeoff‐Speed  Flügelbreite  Spannweite  Angle of attack  Lift Force ܮி   Gewicht 

Boeing 747  300
݇݉
݄

  9,00 ݉  60,00 ݉  10° 3 10଻ܰ  300000 ݇݃

Cessna  100
݇݉
݄

  1,70 ݉  9,00 ݉  13° 10ସܰ  900 ݇݃

Mirage F1  350
݇݉
݄

  5,00 ݉  9,00 ݉  20° 6 10ହܰ  16000 ݇݃
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VI. Vortizität 

 

VI.1.1  Der Vortizitätsvektor Ω 

߱௜௝ ൌ
1
2
൫ ௝߲ݒ௜ െ ߲௜ݒ௝൯              Ω ൌ 2ω 

Oft  ist die Vortizität auf einen bestimmten Bereich beschränkt – Außerhalb  liegt Potentialströmung 
vor (z.B. Tornado) 

VI.1.2  Analogie in der Elektrodynamik 

ܫ ൌ ඵଔԦ ݀ݏԦ
ௌ

ൌ
1
଴ߤ
ඵ൫׏ሬሬԦ ൈ ԦݏሬԦ൯݀ܤ
ௌ

ൌ
1
଴ߤ
න ሬԦ ݀Ԧ݈ܤ
௅

 

Zirkulation 

Γ ൌ න Ԧ ݀Ԧ݈ݒ
௅

ൌ ඵ൫׏ሬሬԦ ൈ ԦݏԦ൯݀ݒ
ௌ

ൌ ඵ ሬ߱ሬԦ ݀ݏԦ
ௌ

 

 

Γ ist analog zu I. 

VI.1.2.1  Der Rankine Vortex (ࣁ ് ૙) 

Näherung für den Wirbel, der beim leeren eines Gefäßes auftritt. 

 

 
Konvexe Zone ሺ :ܫ ሬ߱ሬԦ ൌ 0ሻ 
 
parabolische Zoneሺ :ܫܫ ሬ߱ሬԦ ് 0ሻ 
 
(Es kann gezeigt werden, dass die Vortizität auf 

einen Bereich ~ට ଶ
௩ಲೠೞ೗ೌೞೞ

 beschränkt ist) 
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In ܫ gilt: ݒఝ ൌ
୻
ଶ஠୰

 mit Bernoulli ֜ ݄ሺݎሻ ൌ െ ୻మ

଼గమ௚௥మ
൅ ݄଴   (hyperbolisch) 

In ܫܫ gilt: Aufgrund stärker werndender Viskositätseffekte (డ௩ക
డ௥

ա mit ݎ ՜ 0) muss im „Kern“ (core) 

des Wirbels gelten: ݒఝ ൌ Ω r (mit ωሬሬԦ ൌ 2ΩሬሬԦ) 

 

  ݄ሺݎሻ~ݎଶ parabolisch 
 

֜ Dies ist eine generische Form, bei der die Vortizität auf ein dünnes Filament im Inneren Beschränkt 
ist. 

Konsequenzen: 

i) Wenn die Zirkulation zu einem Zeitpunkt ݐ ൌ ଴ gleich 0 ist, bleibt Γݐ ൌ 0 für alle Zeiten. 
Da  die  Kontourlinie   ܮ beliebig  klein  gezogen werden  kann,  heißt  das  auch ߱ሺݎሻ ൌ 0 
überall. Deshalb kommt es oft  zu  sogenannten Anfangswirbeln  (z.B. Rühren  im Kaffee, 
Flugzeug, …) 

ii) Wenn ߱ሺݎሻ ് 0 ist, folgen die Vortex‐Linien bzw. Röhren ࣮ der Strömung 
Bew.: Die Zirkulation auf der Röhre ist Null und muss dies dann auch bleiben 
 

 
 

iii) Die Vortizität bleibt entlang der gesamten Röhre ࣮erhalten 

 

 

iv) Vortex‐Fäden  bewegen  sich mit  der  Flüssigkeit mit. Da  auch  die  Zirkulation  um  einen 
Vortex‐Faden erhalten bleibt, wird die Flüssigkeit um den Vortex‐Faden immer weiter um 
diesen zirkulieren. (Rauchringe) 

ሬ߱ሬԦ ൌ 0 entlang dieser Kurve, deren Enden sich bis auf 
einen infinitesimal kleinen Abstand berühren. 
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v) Vortex‐Fäden müssen  geschlossen  sein  oder  an  beiden  Enden  an  einer Wand  enden. 
(Sonst wäre  der  Satz  von Gauss  verletzt,  da  sich  eine Umrandung ࣦ  um  eine Vortex‐
Röhre finden ließe, die mal den Kern enthällt un mal nicht. 

 

VI.1.3  Kelvins Theorem (für nicht viskose Flüssigkeiten) 
 

ߟ ‐ ൌ 0 
ߩ ‐ ൌ ݂ሺ݌ሻ  
‐ ݂ ൌ െ߮׏ als Potential ableitbar 

݀
ݐ݀
቎න Ԧ ݀Ԧ݈ݒ
௅

቏ ൌ 0 

֜ Die Zirkulation bleibt auf einem Ring, der sich mit der Flüssigkeit bewegt, erhalten. Bew.: siehe 
Buch! 

݀
ݐ݀
ඵ൫׏ሬሬԦ ൈ Ԧ൯dsԦݒ
ௌ

ൌ
݀
ݐ݀
ඵωሬሬԦ dsԦ
ௌ

 

Dies spiegelt letztlich die Drehimpulserhaltung für ideale Flüssigkeiten wieder. 

VI.2 Dynamik der Vortizität (inkompressibel) 
 
Navier‐Stokes‐Gleichung: 

Ԧݒ߲
ݐ߲

െ Ԧݒ ൈ ሬ߱ሬԦ ൅ ሬሬԦ׏ ൬
1
2
ଶ൰ݒ ൌ Ԧ݂ െ

1
ߩ
݌ሬሬԦ׏ ൅  Ԧݒଶ׏ߥ

 

  ֜
݀ ሬ߱ሬԦ
ݐ݀

ൌ ൫ ሬ߱ሬԦ׏ሬሬԦ൯ݒԦ ൅ ଶ׏ߥ ሬ߱ሬԦ  Helmholtz Gleichung 
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VII. Boundary Layer  
(Grenzschichten  Ludwig Prandtl, 1905) 

Wenn Körper bei großen Reynoldszahlen ܴ݁ umströmt werden, bildet sich eine dünne Schicht, in der 
viskose Effekte eine Rolle spielen und Vortizität entstehen kann. Diese Vortizität wird zum Ende des 
Objekts  transportiert  und  kann  sich  dort  ablösen  und  die  ansonsten  „reine  Potentialströmung“ 
verunreinigen. 

 

Bem.: 

‐  Der Boundary Layer selbst kann auch turbulent werden 
‐ Für „nicht‐Aerodynamische“ Objekte existiert der Boundary Layer nur an der Vorderseite 

 

Schon eine Skalenanalyse ergibt, dass die Dicke des laminaren Boundary Layers für eine Platte der 
Länge ݈ gegeben ist durch: 

 
ߜ
ݔ
ൌ

1
ඥܴ݁௫

ا 1  Bei einer 747 nur wenige ݉݉ 

 
Solange die äußere Strömung nicht turbulent wird, ist die Annahme einer Potentialströmung für 
ܴ݁ ա immer besser. ߜ geht gegen Null, der Einfluss der Boundary Layer wird aber immer wichtiger. 
Die Form des Boundary‐Layer für eine Platte und eine Rohrströmung: 
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VII.1 Die Physik des Fliegens 

Beginnt ein Flügelförmiger Körper sich zu bewegen, stellt sich zunächst das „viskose“ oder 
„Stokes’sche“, symmetrische Profil ein. (ܴ݁ ا 1) 

 

Aufgrund der großen Reibung beim sehr schnellen Umrunden der scharfen, hinteren Kante im 
Boundary Layer wird  ଶܲ sehr bald nach hinten gedrückt. 
Dies entspricht dann der Kutta Bedingung. 

Bem.: Im Potentialfluss sind alle Positionen( ଵܲ, ଶܲ) möglich, abhängig von Γ. Aufgrund der 
Grenzschichtbedingung stellt sich aber das bekannte Profil ein. Da dabei Zirkulation um den Flügel 
entsteht, muss diese durch einen „Anfangswirbel“ kompensiert werden. Dieser bleibt auf der 
Startbahn stehen bis er viskos diffundiert. 
Da die Zirkulationsröhre geschlossen bleiben muss, lösen sich am Flügelrand die sogenannten Tip‐
Wing Vortices ab. 
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VIII. Suprafluide 

 

Es gibt zwei Arten experimentell zugänglicher, suprafluider Flüssigkeiten: 

Die beiden Isotope ݁ܪଷ und ݁ܪସ 

Aufgrund ihrer geringen Masse und der schwachen Van‐der‐Wals Wechselwirkung bleiben sie 
aufgrund ihrer Nullpunktsenergie bis zum absoluten Nullpunkt flüssig. (Vgl. Molekülkristalle) 

 ସ ist ein Spin 0 Boson݁ܪ

ଷ ist ein Spin ଵ݁ܪ
ଶ
 Fermion (3 ൈ ଵ

ଶ
 Neutronen) 

֜ völlig unterschiedliche Eigenschaften 

 suprafluid, bekannt seit 1930’ern ܭ ସ wird bei 2,17݁ܪ

 – mehrere suprafluide Phasen, 1972 Osheroff, Richardson & Lee ׌) suprafluid ܭ݉ ଷ wird bei 2݁ܪ
Nobelpreis 1996) 

 

 : ସ݁ܪ

Vgl. ݁ܪସ mit z.B. Neon 

 Etwa gleich Größe und Dichte aber ݁ܪସ ist 
viel schwächer gebunden. 

 

Die deBroglie Wellenlänge ist ߣௗ஻ ൌ ቀ ଶగ԰
మ

௠௞ಳ்
ቁ
భ
మ
 

Ne friert bei 24ܭ und ߣௗ஻~0,07݊݉ 

 ௗ஻~0,3݊݉ flüssigߣ und ܭସ wird bei 4݁ܪ  quantenmechanische Effekte sind wichtig! 
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Phasendiagramm: 

 

 ist flüssig ܫ ݁ܪ
 ist suprafluid ܫܫ ݁ܪ

Der Phasenübergang von ܫܫ ݁ܪ und ܫ ݁ܪ ist z.B. durch eine charakteristische Singularität in der 
spezifischen Wärme, dem λ‐Punkt gekennzeichnet. 

 

Das ܶଷ Gesetz gilt für kleine Temperaturen. In der Nähe des kritischen Punktes würde ein Bose‐

Einstein‐Kondensat mit ܶ
మ
య gehen. 

He verhällt sich in der Nähe des λ‐Punktes wie: 

ܿ௩ ൌ ൜ܿ
ሺܶሻ ൅ ܶ|ାܣ െ ௖ܶ|ିఈ
ܿሺܶሻ ൅ ܶ|ିܣ െ ௖ܶ|ିఈ

ሺܶ ൐ ௖ܶሻ
ሺܶ ൏ ௖ܶሻ

 

α liegt nach Messungen bei ߙ ൌ െ0,009  
 

(Genauere Daten sollen Mikro‐
Gravitationsexperimente bringen um den 
Druckunterschied zwischen oberer und unterer 
Lage der Probe auszuschließen.) 
 

Das Potenzverhalten wird vom sogenannten 3‐D XY‐Modell vorhergesagt. 
In Kürze:  Das XY‐Modell beschreibt Systeme, deren Ordnung durch einen 2‐D Vektor 

beschrieben werden kann. 
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ሬ݊ԦሺݎԦሻ ൌ ൫݊௫, ݊௬൯ ൌ ሺcosሺߠሻ , cosሺ߮ሻሻ 
 

 
 
In  Helium  lässt  sich  der  Ordnungswinkel   ߠ als  Phase  der  makroskopischen  Wellenfunktion 
Ψ଴ሺݎԦሻinterpretieren. 
Um  Teilchen  Wechselwirkung  vernachlässigen  zu  können,  betrachten  wir  eine  „lokale“ 

Wellenfunktion Ψ଴ሺݎԦሻ ൌ |Ψ଴ሺݎԦሻ|݁௜ఏሺ௥Ԧሻ, wobei ݊଴ ൌ |Ψ଴ሺݎԦሻ|ଶ die Teilchendichte im Kondensat ist. 
Die Stromdichte im quantenmechanischen Sinne ist definiert als: 
 

݆଴ ൌ
԰
2݉݅

ሾΨ଴כሺݎԦሻ׏Ψ଴ሺrԦሻ െ Ψ଴ሺrԦሻ׏Ψ଴כሺrԦሻሿ 

Mit Ψ଴ሺrԦሻ ൌ ඥn଴e୧஘ 
 

݈݁݃݁ݎݐ݇ݑ݀݋ݎܲ
֜ ଔԦ଴ ൌ

԰
݉
݊଴׏ሬሬԦߠ

 

Oder 

Ԧ௦ݒ ൌ
԰
݉
 ߠሬሬԦ׏

D.h.,  dass  der  Fluss  von  der  makroskopischen  Phase   ߠ des  Quantenkondensats  abhängt.  Ein 
Impulsübertrag (Verlust) einzelner Teilchen ist nicht möglich, da nur die gemeinsame Phase ߠ variiert 
werden kann.   Suprafluidität 
1930 hat dies bei einem Flussexperiment durch eine feine Kapillare festgestellt. 
 

 
 
Genauer: 

‐ Die  suprafluide  Flüssigkeit  zeigt  nur  bis  zu  einer  gewissen  Geschwindigkeit   ௖ݒ (Landau‐
Kriterium) keine Reibung. Bei größeren Geschwindigkeiten entstehen Wirbel. 

‐ Nur ein Teil des ݁ܪ ist suprafluid 
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Experiment: 

 

Ein Stapel Scheiben wird im He‐Bad oszilliert. 
Anhand der Dämpfung und vor allem der mit 
bewegten Flüssigkeitsmasse stellt man fest, dass 
nur ein Teil des He mitbewegt wird. 

 
 2‐Flüssigkeitsmodell 
Die Teilchendichte 

݊ ൌ ݊௦ณ
௦௨௣௥௔௙௟௨௜ௗ

൅ ݊௡ด
௡௢௥௠௔௟

 

 
 

Für ܶ ՜ 0 
݊௦ሺܶሻ ൎ ݊ െ  ସ  (empirisch)ܶܣ
Für ܶ ՜ ௖ܶ 

݊௦~ ቄ
ሺܤ ௖ܶ െ ܶሻజ

0
ܶ ൏ ௖ܶ
ܶ ൐ ௖ܶ

 

߭ ൎ 0,67, auch ein Ergebnis des XY‐Modells 

 
Die Hydrodynamik des Systems wird somit durch das Verhalten von zwei Flüssigkeiten beschrieben. 

ଔԦ ൌ ଔԦ௦ ൅ ଔԦ௡ 
ଔԦ௦ ൌ ݊௦ݒԦ௦ 
ଔԦ௡ ൌ ݊௡ݒԦ௡ 

Der  Suprafluide  Anteil  kann  an  dem  „normalen“  Anteil  ohne  Reibung  vorbaifließen.  D.h.  in  der 
kapillare bleibt die normale Flüssigkeit an der Wand haften und nur die suprafluide bewegt sich. 
Aus dieser Tatsache ergeben sich einige interessante thermodynamische Konsequenzen: 
 

• Der gesamte Entropiefluss wird durch die „normale“ Komponente getragen. 
 
  ሬܳԦ ൌ ܶ ܵ  Ԧ௡ݒ , ሬܳԦ der Wärmefluss 
     

• Ein „ungewöhnlicher“ thermomechanischer Effekt 
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Das  „Supraleck“  ist  dicht  für  die  normale 
Komponente ֜ ∆ܳ ൌ 0 ֜ ଵܶ ് ଶܶ ൌ  .ݐݏ݊݋ܿ

  Da aber ߤଵ ൌ  ଶߤ
 

  ܩ ൌ ߤ ܰ  
  ܩ݀ ൌ െܵ݀ܶ ൅ ݌ܸ݀ ܩ ൌ ܸ െ ܶܵ െ  Gibbs freie Energie ܸ݌

 
  ଶ݌ െ ଵ݌ ൌ ሺݏ ଶܶ െ ଵܶሻ ݏ ൌ

ܵ
ܸ
 

 
• Daher auch der Fontaineneffekt 

 

 

Die Röhre wird z.B. durch einen Laser geheizt 
 He sprudelt kontinuierlich aus der Röhre 

 

• Benetzung eines Gefäßes, was zum vollständigen entleeren führt 
 
Strömungsquantisierung: 
 
 
  Ԧ௦ݒ ൌ

԰
݉
 ߠሬሬԦ׏ d.h. Potentialströmung 

     
  ֜ ሬሬԦ׏ ൈ Ԧ௦ݒ ൌ 0 rotationsfrei 
 
Betrachte einen geschlossenen Anulus: 
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Die Zirkulation ist ߢ ൌ  Ԧݎ݀ Ԧ௦ݒׯ
Da ݒԦ konservativ ist, ist ߢ unabhängig vom gewählten Weg. 
 
  ߢ ൌ

԰
݉
ර׏ሬሬԦθ drԦ ൌ

԰
݉
∆θ  Mit ∆θ der Phasensprung nach 

einer Umrundung 
 

Da Ψሺݎሻ ൌ |Ψሺݎሻ|ଶ ݁௜୼ఏ eindeutig ist, folgt 
Δߠ ൌ  ݊ߨ2  Die Zirkulation ist quantisiert, mit ߢ ൌ ௛

௠
݊ , n ist die „winding“ number 

 
Hier ist die Windungszahl 1. 
Wenn die Windungszahl um 1 erhöht wird, 
entsteht ein „Phasenschlupf“ 

 
Experiment:  
 .ସ wird in einem Zylinder in Rotation versetzt݁ܪ
Die normale Komponente vollführt dann eine starre Körperrotation, der suprafluide Anteil bleibt in 
Ruhe. Bei weiterem Abkühlen gehen mehr „normale“ Teilchen mit Drehimpuls in die suprafluide 
Phase über. Dabei erhöht sich die Zirkulation der suprafluiden Phase diskontinuierlich um 2ߨ. 
 

 

 Sichtbarmachen z.B. durch Agglomeration von 
He‐Teilchen.  

 

 
Auch wenn der Zylinder angehalten wird, bleibt die Strömung (ewig) erhalten. 
Das Paradoxon aus makroskopischer Rotationsfreiheit entlang eines beliebigen Pfades und dem 
Erhalt des Drehimpulses wird durch „vortices“ gelöst. 

Ein Vortex erfüllt die Bedingung ׏ሬሬԦ ൈ Ԧ௦ݒ ൌ 0 fast überall und ermöglicht dennoch eine Rotation. 
In Zylinderkoordinaten: 
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ሬሬԦ׏ ൈ Ԧ௦ݒ ൌ
1
ݎ
ቮ
Ԧ݁௥ Ԧ݁ఝ Ԧ݁௭
௥߲ ߲ఝ ௭߲
௥ݒ ఝݒ ௭ݒ

ቮ 

ሬሬԦ׏ ൈ Ԧ௦ݒ ൌ 0 ist erfüllt wenn ଵ
௥ ௥߲൫ݒݎఝ൯ ൌ 0 für einen Fluss mit ݒఝ. 

Deshalb muss  der Fluss um den Vortex die Form 
 

  Ԧ௦ݒ ൌ
ߢ
ݎߨ2

Ԧ݁ఝ  ሺכሻ 
 
haben. 

ߢ ൌ ݊ ௛
௠
, experimentell beobachtet aber ݉ ߢ ൌ േ1. 

Gleichung ሺכሻ erfüllt ׏ሬሬԦ ൈ Ԧ௦ݒ ൌ 0 überall, außer bei ݎ ൌ 0. Dies ist der Vortex‐Kern. 
 

 Vortices sind Singularitäten im 
geschwindigkeitsfeld. 

 

In ݁ܪ ist dieser in der Größenordnung von 1Հ. Im Kern ist Ψ଴ሺݎԦሻ nicht definiert, und damit auch ߠ 
nicht. Jeder Vortex trägt mit 

௛
௠
 zur gesamten Vortizität bei. 

In einem Zylinder mit Radius ܴ und Drehfrequenz ߱ gilt am Zylinderrand: 

ߢ ൌ රݒ௦݀ݎ ൌ  ଶܴ ߨ ߱

außerdem 
  ߢ ൌ

݄
݉
ܰ  ܰ ൌAnzahl der Vortices 

֜
ܰ
ଶܴߨ

ൌ
݉߱
݄

 

 
Wo liegt das Limit der reibungsfreien Strömung? 
Bei der Phononenartigen Anregung von „Quasiteilchen“ 
 

Phonon:  Roton: 

   
 
Ein  Phänomen, das sich daraus ergibt ist der „2. Schall“. 




