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I. Motivation

1.1  Warum Hydrodynamik? (Navier-Stokes-Gleichung zwischen 1827 und 1845 entwickelt)

- Die Navier-Stokes-Gleichung ist ein schones Beispiel einer feldtheoretischen Beschreibung

- Die reichhaltige Losungsmannigfaltigkeit der Navier-Stokes-Gleichung ermdglicht die
Beobachtung und Beschreibung vieler unterschiedlicher Phanomene

- Die Navier-Stokes-Gleichung ist auf allen Skalen in fast allen Bereichen der Natur relevant:

0 Tropfchenmodell des Atomkerns

0 Nano- und Mikroflow im technischen Bereich und in der Biologie

0 ,klassische” Stromungsdynamik z.B. in R6hren oder in der Atmosphére
0 Kosmische Jets bei schwarzen Lochern

- Die Navier-Stokes-Gleichung stellt Modellsysteme fiir Strukturbildung in dissipativen
Systemen
- Turbulenz: Eine der 10 wichtigsten ungeklarten Fragen der Physik

.2  Warum komplexe Fliissigkeiten?

- Komplexe Flussigkeiten stellen ein interessantes Modell fiir die statistische Physik dar, da
sich z.B. die Dynamik von Polymeren (ber viele Dekaden an Langen- und Zeitskalen erstreckt.

- Komplexe Fluide zeigen viele neuartige und asthetische Phanomene auf

- Das Verhalten komplexer Fliissigkeiten ist in der Biologie und in vielen Industrieprozessen
relevant
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Il. Transportkoeffizienten

SS 2008

Aufgrund von Stérungen kdnnen drei Typen von Transport in Flissigkeiten auftreten:

1. Warme
2. Materie
3. Impuls

1.1  Warmetransport

e L
S .

L N

T = T

1 ] X l’}

Abbildung 1: Warmetransport durch die Einheitsfliche S

Betrachte den Warmetransport durch die Einheitsflache S:

dq -7,

I, = =
e Sdt L

kg m]

k : thermische Leitfahigkeit, Dimension [k] = [s3 <

Einige Werte fur k:

" dT
dx

AN

FlUssige Metalle: 1-100
Organische Fliussigkeiten: | 0.15
Geschmolzene Salze: 107 -10°
Silikonéle: 107-10"
Wasser: 0.4

Luft (atm.): 2.6 107

In 3D erhalt man fir den Warmetransport:

stationarer Fall, lineares
Temperaturprofil

I,() = —kVT ()

————————————
2
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oder zeitabhangig:

aT('F, t) k 2 - 4
— = EV T(#t) = kT(#, t)

m2
wobei: k: thermische Diffusivitat [T]

C : spezifische Warmekapazitat

1.2 Massendiffusion

I, = —DV?p

L,,: Massenstrom

m2
D: (Massen-)Diffusionskoeffizient [T]

Betrachte einen Tropfen, der in eine Fllssigkeit gegeben wird.
Zum Zeitpunkt t = 0 soll gelten:

pr = Mp6(x)

Massenerhaltung:

f pr(x)dx = My = const.

x2

e Dt

x,t) =
pr(x,t) ViDL

A pr(x.t) A ? pr(x,t)

1.=||,1,g}...

X (l")‘]‘.}‘ll:

Abbildung 2: Durch Reskalierung der Achsen kann die Form der GauBkurve fiir alle Zeiten t auf
dieselbe Form gebracht werden.
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1.2.1 Mikroskopisches Modell der Transportkoeffizienten

Massendiffusion: Random Walk

Betrachte ein kleines ,brownsches” Teilchen, das stets thermischen Sto6Ren der umgebenden
Flussigkeit ausgesetzt ist.

Ursprung: t=0,r=0

Zeit zwischen zwei Stof3en: At

Mittlere Weglédnge: l

Mittelwert der Verschiebung: #Y=0

2. Moment: #F2#0

Nach 1. Schritt: (R?(At)) = R?(At) =12
Nach N Schritten: (R?(NAt)) = N I?

Beweis durch Induktion:
Sein nach N-1 Schritten (R?((N — 1)At)) = (N — 1) 12

M;: Positionen

M, OMy .My My, fir N-1 Schritte, My fiir N Schritte
| \Ml OM)y Vektor
o 3
1 T My
M,

= (0My)? = (OMy_; + My_My)?

= OMy_; + My_; My’ + 2 OMy_; My_ My
(OMy_1 My_1My) =0
OMy)2=(N—-1)2+12+0= N2

=>(R2(t))=2—2tt=Dt D:=i—2t=(v)l
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In 3 Dimensionen gilt fiir ein Gas korrekt:

D=§<v)z

(v): mittlere Geschwindigkeit

) = [

1.2.2 Massentransportkoeffizienten in Fliissigkeiten

Unterschied: kein freier Flug zwischen Kollisionen, sondern standig Reibung.

Fstokes = Fs = _67T77R77
7n: dynamische Viskositat
R: Radius der Kugel

/ﬂ “\\
LRl
h-—...‘\\ /___- :
e _,./
—_— - =
Oder:
R mit © = —— Mobilitit
S = R
. - _ _ kT
Einstein: D = ukgpT = p—s
Teilchen in einem Potential: U

_—fx

U _fx
= n(x) = nge*s” = nge kBT

- X
Barometrische Hohenformel
ldn  f
ndx  kgT

n,  n(x)
dx fuhrt zu einem Teilchenfluss I,

Allerdings flhrt die Kraft auch zu einer mittleren Geschwindigkeit

Daraus folgt ein Fluss

vg=—uf
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Ig=nvg=-nuf
Geg.: I, = 1; = Stokes-Einstein
Dnf
ot - WS
D= —pkyT = ~27
- HERD = 6mnR

Der thermische Transportkoeffizient kann in Metallen elektronische Anteile besitzen und die
Beschreibung der Warmeleitung wird somit komplizierter.

11.2.3 Langevin Gleichung:

Betrachte Bewegungsgleichung fir ein Teilchen der Masse m im Warmebad

dz7 ar
maez + Ve = Frandom y = 6mnR (Stokes-Reibung)
Flr ein freies Teilchen gilt:
(Frandom? = 0 (Frandom () Franaom (to)) = 8(to)4kgT
d.h. die Raumrichtungen sind unabhangig (72) = 3(x?)
y dx? d?x L dx? dx
> g = *Frandom —mx 7 mit - = dx (E)
und mit d’x d/ dx dx\?
Xaz = E(xz) B (E)
y (dx?) d dx dx\?
=S (xFranaom) — m&@a) - m<(E) )
Mit %mvx = %kBT (Aquipartitionstheorem)
d(x?)  2kgT
a vy
6kgT
(#2) = —2—¢ mit D = <&~
Y Y
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1.3 Impulsdiffusion

SS 2008

Begriff der Impulsdiffusion verdeutlicht am Beispiel eines rotierenden Behalters (Antrieb auRen):

£ Q)
A A
L R b 1 ()] d
- a
0. A0 /
T 0 _
_— P .
i o A R T R r
t=10 t=1t,
11.3.1 Allgemeine Messvorschrift fiir die Viskositat
A
S >
A
L

X

Abbildung 3: Zur allgemeinen Messvorschrift der kinetischen Viskositat.

Zwei
Geschwindigkeit vO bewegt wird.

Platten in einer FlUssigkeit, von denen die untere festgehalten und die obere mit

E__1%
\) L
kg
= —= P
) =—==Pas
Kinematische Viskositat:
2
v="2 in [m—
p N
Fur L 2 dy:
. . . _ v (y)
Kraft auf die obere Seite des Fluidelements:  F,ponp = —1S T
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R ——————
v, (y—d
Kraft auf die untere Seite des Fluidelements:  Fypen = +7S [%}
v (y —dy) 0v(y) azvx vy
1 dy dy dyz P2V
ov 0%v o
= = =2 Zx in30: 2 = yv2y
Jat p dy at

11.3.2 Mikroskopisches Modell

vx(yH)

Ll,.-'G

A uj{,ﬁ
Vi(y-l)

Abbildung 4: Zum mikroskopischen Modell der Viskositat: Geschwindigkeitsdiagramm fiir Gase

Bei Gasen:

Scherfluss in x-Richtung, I: mittlere freie Weglinge, ui: mittlere thermische Geschwindigkeit, n:

Anzahl der Teilchen pro Einheitsvolumen (siehe Abbildung (4)).

Es soll gelten: U«Kv,

Impulsstrom von oben: %mvx(y +Dnu=1_

1 _
Impulsstrom von unten: gmvx(y —-Dnu =1,

1
SL+ L=cmnulv(y+D+ v - D

Fx L4l = av,
mT

H=-mnil~ |—
Smnu o,

o.: Wirkungsquerschnitt

- unabhéngig von der Dichte, dan | = const (Abweichungen ergeben sich erst im Hochvakuum).
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Abbildung 5: ,Hiipfprozesse” transportieren bei viskosen Fliissigkeiten auf mikroskopischer Ebene den Impuls.

Viskose Flussigkeiten Betrachte Sprung von I nach I (vgl. Abb. (5)). Die Scherung in x-Richtung wird
Spriinge nach rechts beglinstigen. Sprungfrequenz fir ruhende Flissigkeiten.

Ago
kT —7-2% .
f ~—fl e kT h: Plancksches Wirkungsquantum

Ag, : Potentialbarriere
Unter Scherung verwendet man die lineare Naherung

—Ag = Ago+ ao o: Scherspannung
a: linearer Propartionalitatsfaktor

I 2K:

kBT _Ago-—ao
o ()

kBT _Agotac
()

Sei die untere Ebene v, = 0. Dann ergibt sich eine Geschwindigkeit in der Mitte bei Sprungweite a
zu:

akgT 890 o 2o _ao
Vo= a(fy = £~ ekt (eFaT — ¢ )

Ago
av. v kpT —7— . as .
X=Xy 2B, kBTsmh(—) sinhx = x
dy a h kgT

. dv
mit n d—; = ¢ folgt:
_Ago
-rl =—e kBT

=>» Die Viskositat wird mit der Temperatur kleiner (Unterschied zu den Gasen). Numerische
Simulation mit Fluss in x-Richtung.

Poiseuille Fluss, Position der Teilchen:
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Trajektorien

X

Abbildung 6: Man verwendet numerische Simulationen, um Trajektorien von Teilchen in einer Fliissigkeit abzubilden.

Abbildung 7: Poiseuille Fluss

10



Stromungsdynamik einfacher und komplexer Fliissigkeiten SS 2008

lll. Die Kinematik von Flussigkeiten

Im Folgenden werden die Bewegung von Flussigkeiten und im Besonderen ihre Verformung
(Verzerrung, strain) betrachtet. Die Ursache fiir die Verzerrung wird in Kapitel 4 diskutiert.

.1 Allgemeine und einfiihrende Charakterisierung der Bewegung
I11.1.1 Flussigkeit als Kontinuum

Wir betrachten die Flussigkeit als Kontinuum = Hypothetische kleine Flissigkeitsteilchen sind stets
grofRer als die Molekdile.

I11.1.2 Lagrange-Euler-Darstellung

Lagrange Beschreibung:
GroRes V(ro,t) (siehe Abb.) Ein Flissigkeitsteilchen (Quadrat) wird durch den Ortsvektor 7,
beschrieben, der das Teilchen entlang seiner Bewegungsbahn verfolgt:

7o = 7o (t)
r
A \-'{_Tf.!,ﬂ__,.
4\3:'1#__- 'v-

Ly

-

Abbildung 8: Verdeutlichung der Lagrange-Beschreibung
Dies entspricht der Messung aus einem driftenden Boot oder einem Atmospharenballon.

Euler Beschreibung:

Bei der Euler-Beschreibung betrachten wir die Geschwindigkeit ¥(#,t) an einem festen Ort 7. Zu
einem Zeitpunkt t, befindet sich ein anderes Teilchen an diesem Ort. Dies entspricht der
Beobachtung des Experimentators im Bezugssystem des ortsfesten Labors. Nachteil ist das Auftreten
von nichtlinearen Beschleunigungstermen.

11
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111.1.3 Beschleunigung

Wir betrachten ein Teilchen zur Zeit t am Punkt u, (7;) mit Geschwindigkeit (7, t). Etwas spater bei
to = t + dtist das Teilchen bei U, (%) (die u; sind Punkte im Raum), mit

7= 7+ v, )6t + 0(6t?)
und seine Geschwindigkeit sei ¥, (#,, t). Die Anderung der Geschwindigkeit d? folgt aus (vgl Abb.9):
e der expliziten Anderung des Geschwindigkeitsfeldes 1(#, t), wenn das Strémungsfeld

nicht stationar ist.
e dem értlichen Unterschied von ¥, wenn das Geschwindigkeitsfeld nicht uniform ist:

U(7y, tg) — V(7 tp)

In erster Ordnung ist dann:

_)

(rZ rt) U(Tl,t)

Dies beschreibt im mathematischen Sinne ein totales Differential:

v(r,.t"

\-"2{]"3,1']

V(rlal)

11](]’|)l

Abbildung 9: Ursachen der Variation der Geschwindigkeiten: (1) zeitliche Varianz, (2) 6rtliche Varianz des
Geschwindigkeitsfeldes

dv . ov
dt 6150 9t
(65 0V 6x 0V Sy ov 62)

= dm A\ 5t Y axor Ty Tazor

6t—0

6v+9617+_>617+e6v

ot Tox " oy T V2o,
ov
—a—+(vV)v

Dies ist die totale oder konvektive Ableitung.

12
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Komponenten des Terms (ﬁﬁ)ﬁ Siehe Abb. (3.1.3).

N
M ——

v

LV L

4

vy + Ovyigx Ve dl ———=

T TTTTT7777 = Vx

/ mlinlinlln

(a) in longitudinaler Richtung (b) in transversaler Richtung

Abbildung 10: Variation des Geschwindigkeitsfeldes

In analoger Weise kénnen Variationen, z.B. der Temperatur T(7, t) oder der Konzentration G (7, t)

entlang von Trajektorien beschrieben werden, z.B.:

dr 0T

E = a-l— (‘UV)T

I11.L1.4 Stromungslinien, Pfadlinien und Streifenlinien

Stromungslinien

Pfadlinien

Streifenlinien

sind die Feldlinien des Vektorfeldes ¥(#,t). Sie sind definiert als die
Tangenten - an jedem Punkt - des Geschwindigkeitsvektors ¥(7,t).
Messmethode: PIV (Particle Imaging Velocimetry)

oder Trajektorien werden durch den Weg definiert, den ein Teilchen, das von
der Strémung mitgetragen wird, nimmt.

t
ﬂo=%+jﬂmww

to

(streaks) sind gegeben durch die Menge der Positionen, die die Teilchen
durchlaufen haben, die im Punkt M,(x,y,z) gestartet sind. Experimentelle
Losung: Kontinuierlicher AusstoR von Farbe an einem Punkt.

. .. . .., 00 .. . . “«
Ist die Stromung stationar ( a—: = 0), so fallen Stromungslinien, Pfadlinien und ,Streaks” zusammen.

1.2 Massenerhaltung

Die Kontinuitatsgleichung

Wir betrachten ein ortfestes Volumen; die Anderung der Masse in diesem Volumen entspricht den

hinein- bzw. herausstromenden Anteilen:

13
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dm—df dv = f**d
dat _dt) PP T prnas

Wenden wir den Satz von Gaul auf die rechte Seite an und stellen die Gleichung um, so erhalten
wir:

j ap+V( 5)dV =0
y ot prIay =

Diese Relation gilt fur ein beliebiges Volumen V, somit gilt also

dp

V(p)dV =0
Fr (pv)

1.3  Astrohydrodynamik

Newtons zweites Gesetz fiir kontinuierliche Materie:
D d
pD_: =p (6_1: + (v- V)y) =f f: effektive Kraftdichte

Zusammen mit der Kontinuitatsgleichung wird hiermit die gesamte Dynamik kontinuierlicher Materie
beschrieben (f kann sehr unterschiedlich aussehen).
1.3.1 ,Big Bang”

Die Beschreibung einzelner, nichtagierender Teilchen als kontinuierliche Materie sollte nur als ein
Ansatz mit ,einem Funken Wahrheit” betrachtet werden.

Das Explosionsfeld

Kurz nach dem Urknall fliegen alle Teilchen unbeschleunigt auseinander. Da auch keine Kontaktkrafte
(Kollisionen) wirken, gilt:

ov
— v-V)v = 1
6t+(v Vv =0 (1)

Zur Zeit t befinden sich alle Teilchen bei

7(t) = v, t) - t, 2 ﬁ F
wenn zum Zeitpunkt t =0 am Ort ¥ =0 die Explosion : & N
stattfand. Die Teilchen haben unterschiedliche )
Geschwindigkeiten, die aber nach der Explosion konstant g
bleiben.

Fiir die Geschwindigkeit gilt:

14
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[ e 1

v(#t) = (2)

(2) ist eine Losung von (1) (hier flr die x-Komponente gezeigt):

d ad 0 ad d
et =5+ 50 150 150 =rte=0

Hubble’s Gesetz:
Alle Galaxien entfernen sich von uns und voneinander in der Form:

v = Hy? H, ist die Hubble-Konstante

In unserem Primitivmodell ist Hydas Alter des Universums. Hy, ist schwierig zu bestimmen und ist mit

einem Fehler von ca. 10% behaftet. (H, ~ 2,4 10‘14$

= Das Alter ist 13 Milliarden Jahre (vgl. Alter der dltesten Sterne: 12,5 Milliarden Jahre)

Die richtige Rechnung auf Grundlage der allgemeinen Relativitdtstheorie ergibt 12-20 Milliarden
Jahre.

Newton‘sche Kosmologie:

=+ @V =g (3)

»,kosmische Demokratie” bedeutet:

(p(,0) =p()

v(r,t) = H@O)T (4)

Beachte ¥(#,t) —v(#,t) = H(t)(# — 7°), d.h. der Koordinatenursprung ist beliebig verschiebbar.
Das Gravitationsfeld misste sich unter dieser Annahme aber wegmitteln (da Giberall gleich viel Masse
in der Umgebung ist).

Annahme: Das Universum ist eine groRRe Kugel, die von Vakuum umgeben ist.

N 4m R 4
gt = —?Gp(t)r daM(r) = gnr?’p

15
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Durch Verschieben des Ursprungs ergibt sich ein Gravitationsfeld

4
g@ ) —g(@,t) = —§ﬂ6p(t)(F —7)
d.h. der Koordinatenursprung ist ausgezeichnet. Dieses Problem wird erst mit der allgemeinen
Relativitatstheorie gelost.
Aus (4) folgt:
Vi = H()V# = 3H

Und mit der Kontinuitdtsgleichung

p'=—3Hp (5)
(4)in 3) mit (7 - V)7 = 7
4
H’+H2=—?n6p (6)

Glicklicherweise ist hier kein Zentrum des Universums mehr notig.

Der Kosmische Skalierungsfaktor:
Die Gleichungen (5) und (6) konnen durch Einfiihrung einer neuen Langenskala gel6st werden:

a=Ha (7)
Aus (5) folgt:

d 4
a(pa?’) = —3Hpa® + p3a’Ha=0 =>M = §7Tp(t)a3(t) = const.
a(t) - (6)

M Entspricht der Bewegungsgleichung eines
Masseteilchens 1 um eine Masse2

Die kritische Dichte:

. . u M
Die ,Energie E==d*>-G— (8)
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Esgilt: E = 0

Mit Gleichung (7) ergibt sich wenn man M durch p ausdriickt:

4
E ==nGa*(p; — p)

3
3H? k
pc=—==11- 10‘26—g = Masse von 6 Protonen pro m3
8nG 3
atl}
4
, apen eritical
|E (p < Pl
i -
| closed (p > pc)
!
2 . Y. -

17
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1.4  Experimentelle Messmethoden

1l.4.1 Laser-Doppler-Anemometrie (LDA)
(engl. laser-doppler-velocimetry (LDV))

Aufbau: zwei gekreuzte Laserstrahlen sowie eine Photodiode

A A Ao Ay: Laserwellenldange
T (P (¢ n : Brechungsindex
251n(2) 2n Sm(z) @: Winkel zwischen den Strahlen

Uo _ ., Uo
= — = 2 —_—
f A A
Typische Werte:
cm
v0=25 @ = 30° Ao =0,5um n=1 - f =~ 20kHz

Dies ist die gleiche Frequenz, die man als Frequenzverschiebung einer sich bewegenden Lichtquelle
aufgrund des Dopplereffekts erhalten wiirde.

Vorteile: Nichtinvasiv, hohe Frequenzauflosung bei fluktuierenden Geschwindigkeiten

€1

EPartikeI

Hinzu kommen noch zwei Dopplerfrequenzen:

18
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S o
Upéy

f1 = fraser 1 Tpes f2 = fraser Tpes

c c

Die Intensitat am Detektor ist dann:

I""(El + Ez) * (El +F2)) +

= [~ A? sin?(w,t) + A% sin?(w,t) + A1 4;[cos((w; — wy)t) + cos((wy + wy)t)]

zu schnell ~1015Hz "heterodyning" zu schnell
- - - 1 2)
_ _ Up(ez _el) _ 251n (2 > -
=>fs_fl_fz_fLaser C —J1 c Upn
2 sin (9)
— \2/

:flvx A

d.h. die Geschwindigkeitsbestimmung ist ohne Kalibrierung moglich.

11.4.2 Particle Imaging Velocimetry (PIV)

Typischerweise wird mit einem Laser und einer geeigneten Optik ein Lichtvorhang im strémenden
Medium erzeugt.

double pulsed laser

Sheet optics

CCD camera
http://www.lavision.de/techniques/piv.php

Die Flussigkeit wird mit Tracerteilchen beladen deren Bewegung mit einer Kamera aufgenommen

wird. In der Regel werden immer zwei Bilder hintereinander belichtet, welche dann in (dynamische)
Interrogationsfenster unterteilt werden.

19
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Mittels der Kreuzkorrelation dieser Fenster ergibt sich der lokale Verschiebungsvektor
(Geschwindigkeitsvektor) der Stromung:

RE~ [ 1, @l G+

20
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1.5 Deformationen

Von Interesse sind Deformationsraten.
Im Gegensatz zu Festkdrpern sind bei FlUssigkeiten nicht nur kleine Deformationen von

111.5.1 Die lokalen Komponenten des Geschwindigkeitsgradientenfeldes

Ein Flussigkeitsteilchen hat am Ort 7 die Geschwindigkeit ¥ und am Ort # + d7 die Geschwindigkeit
v+ dv.

3
Z E)vl d
T axj %
avi

Wobei Gi]-=g die Elemente eines Tensors 2. Stufe bezeichnen, dem sogenannten
J

Geschwindigkeits-Gradienten-Tensor. Er kann in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen

¢ avl_ avl+av,- +1 ov; 0y
g dx; 2\0x; Ox; 2\0x; Ox;

eij a)ij

Anteil zerlegt werden.

Somit gl't GU = eij + a)ij
Wir betrachten e;; und w;; in zwei Dimensionen.

111.5.2 Der symmetrische Anteil (reine Drehung)

Es gilt: e;; = ej; und e;; enthdlt sowohl Diagonal- als auch Nicht-Diagonal-Elemente.
Betrachte , Test Gitter” t — t"

X X
A A
C' D'
dx, + v, dt
B C
dXz
D - B' o
A dx, X A dx; + v dt X

21
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111.5.2.1 Deformation aufgrund der Diagonalelemente

A(0,0) = A'(0,0)

dv,
+ — dx,dt),0)

B(dx_1,0) - B‘(dx, I
1

C(0,dx,) - C* (0, dx; + dxz dt)

ax,

v
—Ldx,dt, dx, +

D(dxq,dx;) = D'(dx1 + o,

Y2 4 dt)
dx, 2

Das bedeutet, dass die Seiten des Gitters parallel und orthogonal zueinander bleiben.

A(AB v
(45) _ 0v1 gy mit  A(AB) = A'B' — AB
AB 6x1

dv; . . . . L . . .
= a_xl- reprasentieren die Dehnungsrate eines Flissigkeitselements in die
]

Die Diagonalterme von G;;
entsprechende Richtung.
Die Anderung der Fliche betragt somit

As _A(AB iC) _ A(4B) . ACAC)

s AB AC AB AC

Denn:
A(A_A_) = A(AB)lAC const. AC + A(Ac)lAB const. AB

Setzt man (78) in Gleichung (79) ein, so erhalt man:

a5 _ (ﬁ + avz) dt = (V9)de

s dx; 0Ox,

Die Spur des Tensors G;; ist die Divergenz des Stromungsfeldes. In drei Dimensionen erhdlt man:

Y Viar

— =V
%

L . AV

Fir eine inkompressible Flussigkeit gilt - = 0.

Daraus folgt, dass das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei ist.
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111.5.2.2 Deformation aufgrund der Nicht-Diagonalelemente

Wir wahlen die Diagonalelemente des symmetrischen Anteils des Geschwindigkeits-Gradienten-
Tensors (77) gleich null und erhalten folgende Transformationsgleichung:

Dies fiihrt auf die Zuordnungsvorschrift der Eckpunkte A,B,C,D:

A(0,0) » A(0,0)

. dv,
B(dx;,0)—> B (dxl,d—x1 dxq dt)

dv,
c(0,dx,) » C (— dx,dt, dx2>
dx,

, dv, dv,
D(dxy,dx;) - D (dxl + d—xzdxzdt, dx, + d—xldxldt)

P’LZA D
d}'(j -C
da
A dx, );l

Wir fihren die Winkel da., 3, y ein und erhalten die Ndherung:

da ~ (v,(dx;)- UZ(O))dd_xtl ~ Z—Zjdt
da _0v; df _ _ 0v
dt  0x,; ' dt 0x,
N _M:_(%Jr%) _ 2
dt dt dx, = 0x, 12
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Die Nicht-Diagonal-Elemente des Geschwindigkeits-Gradienten-Tensors bezeichnen also die Winkel-
Deformations-Geschwindigkeit.

1 1
eij =30y en + [eij —§5ij6’u]

Es ist also sinnvoll, den symmetrischen Tensor e;; in einen diagonalen und in einen spurfreien Tensor

zu zerlegen.

s Wty
diagonal spurfrei

Hierbei entsteht durch die t;; eine Volumen-Dilatation und durch die d;; eine Volumenerhaltende
Drehung.

111.5.3 Analyse der antisymmetrischen Komponenten

Wie wir in Kapitel (111.5.1) gesehen haben, gilt: XQA
_ 1 avi 617]
a)ij B 2 Ox] axi C‘ D"'
Fiir den Fall e;; = 0 erhélt man: v,(dx,) dt (
da ~ 272 ¢ 5
a~— :
- X_dB \ R
dp ~ 224t = d E 3B
i ox, 5 da -
vi(dx,) dt'A X|

Somit bleibt der rechte Winkel (wenn wir von einem Rechteck bzw. Quadrat ausgehen) erhalten.

dor = dv, 1 (avz avl) g = dt
*= ox; 2\0x; 0x, = Y21

Definition: Vortizitat

w1
® <w2> mit wy = &jxwjx & jk:Levi-Civita-Symbol

w3

=4 1

@ bezeichnet die Vortizitdt @ = V X vQl = E(V X V) stellt die lokale Winkelgeschwindigkeit eines

Fluid-Elements dar.
Beispiel:

Starre-Koérper-Rotation mit Geschwindigkeitsfeld 7 = Q X 7.

————————————
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In Zylinder-Koordinaten: v, = 0,v4 = Qr,v, =0
ar r

6v¢ 17¢ R R —
(Vxv)=|—=——+—"F)e, =20¢, =2Q

111.5.4 Einfacher Scherfluss

vy = 2by,v, =0

6= [, of +[5 o

Deformation Rotation

Eine Deformation durch einen planaren Scherfluss setzt sich zusammen aus einer reinen Rotation
und einer reinen Deformation im Verhaltnis von genau 1:1.

O'i’j ist der viskose Spannungstensor, der auch Diagonalterme enthalten kann.

Verschiedene Symmetrietiberlegungen wie z.B. die Invarianz gegen Rotation, fiihren zu der Form:

_ 1 dvl- dU]
wij N 2 dx] _dxi
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O'l-’j = 2ne;; fir inkompressible Flissigkeiten

26
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IV. Die Dynamik von Flussigkeiten

IV.1  Oberflichenkrifte
Der Spannungstensor als allgemeiner Ausdruck fiir Oberflaichenkrafte

Spannung bedeutet Kraft pro Einheitsflache!

Im ruhenden Fluid wirkt nur der hydrostatische Druck, der stets senkrecht auf Oberflaichenelemente

wirkt. Im bewegten Fluid treten tangential angreifende Krafte auf. Dies flhrt zu einem

Spannungstensor g;; (3x3 Matrix) mit Flichenelementen in drei Richtungen j und angreifenden

Kraften i.

In der Regel separiert man den Druck zunéachst als isotrope Komponente
Oij = Ui’j — pdij

IV.2  Die Bewegungsgleichung

Newtons Kraft-Gesetz:

9 _
Pat— g

617 I NN — — >
E+p(v-V)v=—Vp+Vg+ of

Die Navier-Stokes Gleichung:

a-) - - —.
pa—:+p(ﬁ-V)§ = —Vp + nV?v

Allgemein flir kompressible Fluide:

ov
ot

e
Volumenkraft

o+ p(8- V)5 = —Vp + 5725 + (5 +3) V(W)

Euler Gleichung (fur nichtviskose (ideale) Fluide, aber auch gute Vorhersage fiir Wasser...):

9 s o(5- V)5 = -7
pop+p(B- V)i =—Vp

IV.3  Randbedingungen

Vwand * T = Vppuia * 1 (Folge der Kontinuitatsgleichung.
Das Fluid kann die Wand nicht

durchdringen.)
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Fr ideale Flussigkeiten gilt die ,free-slip” Randbedingung. Ansonsten gilt immer ¥ryiq = Vsoiiq-
Abweichungen hiervon sind erst auf der Nanometerskala bemerkbar.

IV.4  Spezielle Losungen der Navier-Stokes Gleichung

IV.4.1 Eindimensionale Strémung

Im Allgemeinen existieren keine analytischen Losungen fir die Strémungsfelder in kompressiblen
Flussigkeiten. Nur fir sehr einfache Stromungen lassen sich solche finden. In der Regel fiihrt der
Advektionsterm p(ﬁ -V)ﬁ, also die starke Variation des Geschwindigkeitsfeldes, zu diesem schwer zu
beschreibenden, nichtlinearen Verhalten.

Nur bei kleinen Geschwindigkeiten Gberwiegt der lineare Term nvzﬁ. Hier spricht man vom ,,Stokes-

Fluss“. In diesem Fall wird die Navier-Stokes Gleichung zu einer linearen Bewegungsgleichung

(Stromung bei kleinen Reynoldszahlen Re = v'd—'p)
n

Auch in 1-Dimensionalen Flissen verschwindet der nichtlineare Term.
Seiv = v, = vy =v,=0

vy
dx

=, d
mit Vi e L
ady 0z

v,
0x

) (vx(y,z)>
SV = 0
0

und (% - V)ﬁ = (v0y + 1,0y + 1,0,)0 =0

=0

IV.4.2 Einfacher Scherfluss (Couette Stromung)

v

Navier-Stokes:

Mit der Randbedingung 3—2 =0 >-—=0
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=>vx=v0%

Die viskose Reibung pro Einheitsflache ist:
Vo
|E | = |0xy| = nayvx = 77;

Bem.: Die viskose Kraft nafvx auf ein bewegtes Fluidelement ist Null, da die viskose Spannung
entlang der y-Achse tiberall gleich ist.

IV.4.3 Poiseuille Fluss

Fluss zwischen parallelen Platten bei y = —%und y = % Der Druckgradient sei Z—z =-—-K = —ATp.
A Integration und Einsetzen der
nd2v, = ap Randbedingungen v, = 0 bei
yrx L y _ +E

-2

K a? op 1 a® 4y?
= —y2 — == —y2 — = 1—-——
vx 27)( Y +4> ax2n< y +4> v0< a?

v, ist die Maximalgeschwindigkeit bei y = 0.
a? ap\ a?
=K—=—|—]—
vo 8n (Eix) 8n

Die Flussrate Q pro Einheitsflache in z-Richtung betragt:

_f% o _Ka3 _Mp @@
Q= Oy =Ko =T 1o
2
Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit U (U = %) ist:
Uk a’ 2w,
T 12n 3
Bei einer Stromung durch eine Rohre (Zylinderkoordinaten):
KR?
Vo = —— R:Radius
4n
T A
Q= %Tpr‘* (Hagen-Poiseuille)
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Erhaltungsgesetze
V.1 Massenerhaltung
op = . dp a(pvy)
) a TV =5t o (Euler)
———
Einsteinkonv.
ap > =
= (—+va)+va= 0
at
dp
d “ d dv
p p j
T + pVv i +p ax, (Lagrange)
V.2 Impulserhaltung
Impuls pro Volumen ist: p - ¥
ov; dv; dp 0Joj;

Navier-Stokes:

Pt~ Pigx, ax, | ox

+ pfi

j

mit (*)
0(pvi) _ oy d(pv;) v-% _Op
ot Tox,  PYx  ox,

*

(da 0. (pvy) = (8cp)v; + (B,v)p E ¥ 0, (pvy) + pd, V)

!
doj;

ax]'

+pfi

= 0:(pvy) = =0y, (p viv; + pSyj — of;) + Pl

Fluss

d.h. Impulsanderung = Divergenz eines Flusses + Quelle

V.2.1 Integraldarstellung

Wir betrachten ein ortsfestes Volumen V

Quelle

f 0:(pvy)dV = —f ax].(p v;v; + poy; —O'l-’j)dV+f pfidV
v v v

U

6tj (pv)dV = —f (pp (M) +pri—a ﬁ)d§+j pde
v s 4

Impulsfluss Il durch die Oberflache S
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_ !
l'[l-j = pvivj + p6l] - O;ji
—— —— )
Impulstransport Impulstransport Impulstransport
durch bewegte durch durch viskose
Teilchen Druck—Krifte Reibung

Fiir stationdre Strémungen bleibt nur ein Oberflichenintegral beziiglich der Geschwindigkeit ¥ tibrig
-> Die Kenntnis der Stromung an der Oberfldche genlgt zur vollstandigen Beschreibung.

V.2.2 Inkompressible Fliissigkeiten
[6'] = 2n[e] [e]: symmetrischer Anteil des

Scherratentensors
Planare Couette-Strémung:

Impulsstrom
L = Ty, = pv,? +p
I, = Myyny, = —oxyn, = —Ndyvy

V.3 Bernoulli Gleichung
V.3.1 Energieerhaltung

Die kinetische Energie pro Einheitsvolumen

1 2
Ckin = 5 PV

Die eulersche Ableitung (mit Navier-Stokes) lautet dann:

1 =1~ 1 i - -7 !
N S
Volumenkrifte S~ hTecin

) Warme—Dissipation

Fir ideale, inkompressible Flissigkeiten Vi = 0,p = const.

Stagnations— Flr eine Potentialstromung
druck (rot¥ = 0) ist der Ausdruck in der
Klammer immer konstant. Dies

1 . .
ot 2 _ sieht man, wenn die
=V (2 pv=+p+ pg) =0 Bewegungsgleichung aus der Euler-
konstant entlang Gleichung abgeleitet wird
einer Stromlinie
(¥V=0)
T[5(Gov )] = (zov" +0) T2+ 57 (3007 +0)
vz pv =\|\=zpVv v v —pv
(%) SPVe+p SPve+p vz SPve+p
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Geschwindigkeit U am Ort 0
Druck pg und ps an den Orten O und s

1 2
Spvitptpg=c

U? Geschwindigkeitserhéhung = Druckerniedrigung
Ps = Do t Py 23 (z.B. Kavitation, Hydrostatisches Paradoxon)

V.3.2 Bernoulli Gleichung einer Kurve

Betrachte ein , Teilchen” in der Flissigkeit

dﬁ_(dV)E_'_ v\ . v
Pat = \Par PR I™=""P

Multiplikation mit t und Ubergang ins eulersche Bild ergibt:

av . ap s ist die Koordinate entlang der
pv% - s Strémungslinie
Multiplikation mit 7:
vz —>v’ — ap - ap
—=-nVp=-n—1,=—
p p or " or

Der Druck erhéht sich, wenn man sich aus Bereichen grofRer Krimmung entfernt (,,Coanda-Effekt”
oder Teekessel-Effekt).
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V4 Der Hydraulische Sprung

V.4.1 Qualitative Beschreibung

- T o U(x):
Stromungsgeschwindigkeit
Incident water jet c(h): Geschwindigkeit der

Slow, subcritical-Mow region Oberflachenwellen
High-speed, l

supercritical-flow region

L —

In der Mitte:  U(x) > c(h) (uberkritisch)
AuRen: U(x) < c(h) (unterkritisch)

In Abhangigkeit der Froude-Zahl Fr = % bildet sich eine ,Schockwelle” aus. Charakteristisch ist

auch das V-Foérmige Profil, wenn man einen Stab in den flachen Bereich hilt.
- Dies entspricht dem Stromungsprofil eines Uberschallflugzeuges; damit ist M = %

(c: Schallgeschwindigkeit) die Mach-Zahl das Analog zur Froude-Zahl.
- Weiteres Beispiel: Das Brechen von Wellen

V.4.2 Mathematische Beschreibung

f (05 1) + pii) dS = 8, f P dV
S %4

Impulsstrom, a’'=0

=0da stationar

Impulserhaltung:

pvy(vjn;) dS = p(U"?h? — U2h?)

N————
tangentiale
Komponente
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Die Driicke bei AB und A’ B hdngen nur von y ab, da der Fluss 1-Dimensional ist.
P =po+pgh—y)
p'=po+pg(h' —y)

Integral tiber p an der Stelle BC
4 W Py (. 2
f pn, dS = po(h — ') — f (po + pg(h —y))dy + f (po +pg(h' = y))dy === (" = h?)
s 0 0

h2 hrz
= (U2h - U"?R) +g<7—7> =0

,_ | h@+ry | (h1/ R
=U'= /WT—JW (h’2(1+h’)>
(A + ) (Mg W .
U= IQET=J9h (zz(“z)) )

=>U' <./gh Uu>,gh (+/gh: Geschwindigkeit der
Oberflachenwellen)

Massenerhaltung:

Da h<h’

Dies ist eine stabile Situation, trotz des Hohensprungs. Wenn die Wellenfront (der Schock)
stromaufwarts |duft, wird er von der Stromung zurlickgetragen. Wenn die Wellenfront stromabwarts
getrieben wird, ist sie schnell genug um stromaufwarts zu laufen.

Ges.: —
h

gh'* + ghh' —2U%h =0

n' U _ -gh+{(gh)?+8U%gh _ —1+V1+8Fr
hou 2gh - 2
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V.5 Potentialstromung

Nichtviskose Fluide werden durch die Euler-Gleichung beschrieben:

dv(7,t)

Pt p(fﬁ)f)’(?, t) = pf — Vp.
Fir solche Flussigkeiten existieren Potentialstromungen, d.h.
VX B(#t) = 0.
Dies ist erfiillt wenn:
B(7) = Vo ().

Dies ermoglicht es, einige Probleme leichter zu 16sen, insbesondere ohne die Details der lokalen
Bewegung kennen zu mussen.

Bernoullis Gleichung schreibt sich dann z.B.:

P v? _ (D.h. fiir stationdre Stromungen
rn + P TP+ pe =const 5 g_const. Uberall)
B

Denn:

v (Vo) _, 0D oy = =
ad ( )=V(p—>=—p(W)V—Vp—V(pcp)-

Pt P ot

Mittels der Vektoridentitat:

(V) o =V—=-5x (Vx D)
v 0P v?2 _0
2V PG TP tPTPe )=

V.5.1 Randbedingungen
Flr inkompressible Fllssigkeiten (Vﬁ = 0) gilt:

Vi = V(Vo) = V2o = 0.
Fiir die Randbedingungen an Wanden folgt:

o . e . 0Dy 0D
— = 0 und fiir zwei Flissigkeiten — = —=2,
dn dn dn

V.5.2 Eindeutigkeit
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Das Strémungspotential ist eindeutig! (Bew.: Elektrodynamik)

V.5.3 Das Stromungspotential einfacher Strémungen

V.5.3.1 Uniformer, paralleler Fluss in 2D

vy = U = const.,v, =0

6CI>_ _U_OLP 6(13_0_6‘11
ax  x T ~ dy dy  ox
d=U-x Y=U-y
v
: : ! \l-’:‘l’|
I I I
U | | |
— : — V-,
i i 1 -
| | |
: | L -y
| | |
: | |
! ! YT
$ :(I‘)I :]):(I)J $ = (b]
V.5.3.2 Vortex-Fluss
v, =0 r
T U(p -
1E)CI>_ _ oY c’)CD_ _ 10¥
rdp ¢ or or " raoe
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Die Zirkulation entlang eines Kreises um den Ursprung ist:

T T r T
f vdl=f —rdr=I'=>®=— lP=——log(—)
r o 2Tr 2n 2n To

—>Spezialfall, da ® von ¢ abhangt und ...? RO ist beliebig da
.. . .. nur Ableitungen
->flr r=0 nicht definiert Verng
physikalisch
relevant sind

V.5.3.3 Stromung um einen Zylinder
- Im Ursprung sei die Stromung uniform mit |v| = U
- R:Zylinderradius

i) ohne Zirkulation

Wir betrachten in Polarkoordinaten die Uberlagerung des Potentials ®; und eines Dipols Dy

p cos(¢) p
¢ = dy + @, = Urcos(p) — = (U — ﬁ) cos(¢) (%)

Die Idee dabei ist die einer Multipolentwicklung, wobei kein Quellterm (Monopol) auftritt. Da ®
eindeutig ist, |6st () unser Problem wenn die entsprechenden Randbedingungen erfillt sind.

p 109 p )
- )cos(<p) vy = rop ( 21‘[[‘2) sin(¢g)
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Randbedingung: v=u bei r=0und v.(r=R)=0

Aus v,.(r = R) = 0 folgt:

Py o o=Urcos) (145
e = = Urcos(p =
R? R?
=>v.=U (1 - r_z) cos(¢p) vy, =-U (1 + r_z) sin(¢)

RZ
Y = Ursin(¢) (1 — r_z)

Strémungslinien:

i) Mit Zirkulation
Ansatz: Wir addieren einen Zirkulationsanteil hinzu
_ b r
o = (Ur — ﬁ) cos(p) + o=

Auch diese Lésung ergibt sich durch Superposition der Einzellésungen, da jede die Randbedingungen
erfullt.

RZ RZ i r
v, =U 1_r_2 cos(p) v, = —U 1+r_2 51n(<p)+ﬁ

Zunachst iberprifen wir noch ob ein Stagnationspunkt auf der Zylinderoberflache existiert. Dafiir
muss gelten:
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2

R?\ | r _ r
v.(r=R)=-U <1 +r_2> sin(p) + T 0 = sin(p) =

4nRU

Hier gibt es zwei Falle:
e 0<|T <4mRU

Es existieren zwei Stagnationspunkte P; und P,. Fur |I'| = 4mR|U| kolabieren die beiden

Punkte in einen einzelnen.

I .
R
= A=

Der Stagnationspunkt entfernt sich vom Zylinder.

(b) ‘.‘

Es gilt dann ¢ = £1 und
2Tr

2
or=g| Y + L
ATR|U| ATR|U|

Die Stromung lbt sowohl eine Verschiebekraft (,drag force”) als auch eine Hebekraft (,,lift
force”) auf den Zylinder aus. Letztere folgt aus dem ausgelibten Druck, der der Bernoulli-

R? |
—|U| 1+T_2 +—=0

Gleichung gehorcht:

= o +2pv(1 (2'()+ F)Z

————————————
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Die Hebekraft F; pro einheitslange des Zylinders resultiert aus dem Druck in y-Richtung:
21

2 p Ur
= | —psi = — | g2 - _
F, —f psin(@)Rdp = f ——sin (p)dep = —pgUT
0 0

Dies ist die sogenannte Magnus-Kraft.
F_xist null, da die Krafte symmetrisch sind beziglich einer Spiegelung an der y-Achse.
(Bedenke, dass = 0 ist!)

V.5.3.4 Kugel in uniformer Stromung (ohne Zirkulation)

R3
® =Urcos(0)|1+—
2r3

R3 R3
v, =U (1 — r_3> cos(0) vg=-U (1 — F) sin(0)

U R3
Y =— <r2 - —) sin?(0)
2 r

1
d.h. v~ T—3!
V.5.3.5 Hebekraft an einem Flugzeugfliigel

Die Hebekraft an einem Flugzeugfligel der folgenden Form :

Lautet dann:

F, = mpU?(A) sin(a) Mit A = Flache
Dies ist eine starke Vereinfachung; allerdings ist die Lage der Punkte P; und P, bzw. die dazugehorige
Zirkulation in dieser Form in viskosen Fluiden zu beachten - Grenzschicht!
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Takeoff-Speed | Fligelbreite | Spannweite | Angle of attack | Lift Force Lp Gewicht
k
Boeing 747 BOOTm 9,00 m 60,00 m 10° 310’N 300000 kg
k
Cessna 100 Tm 1,70 m 9,00 m 13° 104N 900 kg
k
Mirage F1 35077” 5,00 m 9,00 m 20° 6 105N 16000 kg
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VI. Vortizitat

VI.1.1 Der Vortizitdtsvektor QQ
1
wij = E(ajvl - aivj) 0=2w

Oft ist die Vortizitat auf einen bestimmten Bereich beschrankt — AuRerhalb liegt Potentialstromung
vor (z.B. Tornado)

VI.1.2 Analogie in der Elektrodynamik

o s 1L
1=ﬂ]ds=—ﬁ(v><3)ds=—f3dl
Ho Ho
S N L

Zirkulation

r=fadi=ff(vxﬁ)d§=ﬂad§
S S

L

["ist analog zu I.
VI.1.2.1 Der Rankine Vortex (n + 0)

Naherung flr den Wirbel, der beim leeren eines GefdRes auftritt.

I: Konvexe Zone (w = 0)
11: parabolische Zone(w # 0)

(Es kann gezeigt werden, dass die Vortizitat auf
2

einen Bereich ~ beschrankt ist)

VAuslass
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In I gilt: v, = % mit Bernoulli = h(r) = —

+ hy (hyperbolisch)

8n2gr?

d
In II gilt: Aufgrund starker werndender Viskositatseffekte (% 7 mitr — 0) muss im ,Kern“ (core)

des Wirbels gelten: v, = Qr (mit & = 20)

h(r)~r? parabolisch
= Dies ist eine generische Form, bei der die Vortizitat auf ein diinnes Filament im Inneren Beschradnkt
ist.
Konsequenzen:

i) Wenn die Zirkulation zu einem Zeitpunkt t = t; gleich 0 ist, bleibt I' = 0 fur alle Zeiten.
Da die Kontourlinie L beliebig klein gezogen werden kann, heiBt das auch w(r) =0
Uberall. Deshalb kommt es oft zu sogenannten Anfangswirbeln (z.B. Rihren im Kaffee,
Flugzeug, ...)

i) Wenn w(r) # 0 ist, folgen die Vortex-Linien bzw. Réhren T der Strémung
Bew.: Die Zirkulation auf der Rohre ist Null und muss dies dann auch bleiben

)
R N
iii) Die Vortizitat bleibt entlang der gesamten Rohre Terhalten

w
P

@ = 0 entlang dieser Kurve, deren Enden sich bis auf
einen infinitesimal kleinen Abstand berthren.

iv) Vortex-Faden bewegen sich mit der Fllssigkeit mit. Da auch die Zirkulation um einen
Vortex-Faden erhalten bleibt, wird die Fllssigkeit um den Vortex-Faden immer weiter um
diesen zirkulieren. (Rauchringe)
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V) Vortex-Faden miissen geschlossen sein oder an beiden Enden an einer Wand enden.
(Sonst ware der Satz von Gauss verletzt, da sich eine Umrandung £ um eine Vortex-
Roéhre finden lielRe, die mal den Kern enthallt un mal nicht.

VI.1.3 Kelvins Theorem (fiir nicht viskose Fliissigkeiten)
- 77 =0

- p=f)
- f = =V als Potential ableitbar

df*di—o
acl] V¢ T
L

= Die Zirkulation bleibt auf einem Ring, der sich mit der Flissigkeit bewegt, erhalten. Bew.: siehe
Buch!

! fxm- oo
I v)ds = T wds
S s
Dies spiegelt letztlich die Drehimpulserhaltung fiir ideale Flissigkeiten wieder.

VI.2  Dynamik der Vortizitit (inkompressibel)

Navier-Stokes-Gleichung:

0v *x“+V(1 2)—* L9p + vv2
PR VX zv =f p +vVev
do ., 5 .
= = (wV)v +vWV2H Helmholtz Gleichung
dt
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Vil. Boundary Layer

(Grenzschichten  Ludwig Prandtl, 1905)

Wenn Korper bei groRen Reynoldszahlen Re umstrémt werden, bildet sich eine diinne Schicht, in der
viskose Effekte eine Rolle spielen und Vortizitat entstehen kann. Diese Vortizitat wird zum Ende des
Objekts transportiert und kann sich dort ablésen und die ansonsten ,reine Potentialstromung”
verunreinigen.

Bem.:

- Der Boundary Layer selbst kann auch turbulent werden
- Fir ,nicht-Aerodynamische” Objekte existiert der Boundary Layer nur an der Vorderseite

Schon eine Skalenanalyse ergibt, dass die Dicke des laminaren Boundary Layers fiir eine Platte der
Lange [ gegeben ist durch:

0 1
- = K1 Bei einer 747 nur wenige mm
X \/Rey &

Solange die dullere Stromung nicht turbulent wird, ist die Annahme einer Potentialstromung fir
Re 7 immer besser. § geht gegen Null, der Einfluss der Boundary Layer wird aber immer wichtiger.
Die Form des Boundary-Layer fiir eine Platte und eine Rohrstrémung:
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' U t
 m— - I
—————————————— F Sa ity -
—_— W 80x,) J f
C ; o

i /

VII.1 Die Physik des Fliegens

Beginnt ein Fligelformiger Kérper sich zu bewegen, stellt sich zunachst das ,viskose” oder
,Stokes’sche”, symmetrische Profil ein. (Re «< 1)

Aufgrund der grofRen Reibung beim sehr schnellen Umrunden der scharfen, hinteren Kante im
Boundary Layer wird P, sehr bald nach hinten gedriickt.
Dies entspricht dann der Kutta Bedingung.

Bem.: Im Potentialfluss sind alle Positionen(P;, P,) moglich, abhangig von I'. Aufgrund der
Grenzschichtbedingung stellt sich aber das bekannte Profil ein. Da dabei Zirkulation um den Fliigel

Ill

entsteht, muss diese durch einen ,, Anfangswirbel” kompensiert werden. Dieser bleibt auf der
Startbahn stehen bis er viskos diffundiert.
Da die Zirkulationsrohre geschlossen bleiben muss, [6sen sich am Fliigelrand die sogenannten Tip-

Wing Vortices ab.
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Suprafluide

Es gibt zwei Arten experimentell zuganglicher, suprafluider Flissigkeiten:
Die beiden Isotope He3 und He*

Aufgrund ihrer geringen Masse und der schwachen Van-der-Wals Wechselwirkung bleiben sie
aufgrund ihrer Nullpunktsenergie bis zum absoluten Nullpunkt flissig. (Vgl. Molekilkristalle)

He* ist ein Spin 0 Boson

He?3 ist ein Spin % Fermion (3 X % Neutronen)

= vollig unterschiedliche Eigenschaften

He* wird bei 2,17 K suprafluid, bekannt seit 1930’ern

He3 wird bei 2 mK suprafluid (3 mehrere suprafluide Phasen, 1972 Osheroff, Richardson & Lee —
Nobelpreis 1996)

He*:
Vgl. He* mit z.B. Neon

Vir) (meV) = Etwa gleich GréRe und Dichte aber He* ist
s viel schwacher gebunden.

r{nm)

1
2mh? )2
kaT

Die deBroglie Wellenldnge ist 145 = (

Ne friert bei 24K und 1;5~0,07nm

He* wird bei 4K und A;5~0,3nm flissig = quantenmechanische Effekte sind wichtig!
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Phasendiagramm:

P(MPa) Helium P(MPa) Neon
.

1
4 =

(T.P.)

ad
l
T

I + 1 +
He I \‘ o)

+
-

—

NnK)

a2 =
"]
=
n
=
Z:-“

He I ist flUssig
He Il ist suprafluid

Der Phaseniibergang von He Il und He I ist z.B. durch eine charakteristische Singularitat in der
spezifischen Warme, dem A-Punkt gekennzeichnet.

Cy4 -

)

3 4 T(K

Das T3 Gesetz gilt fiir kleine Temperaturen. In der Ndhe des kritischen Punktes wiirde ein Bose-
2
Einstein-Kondensat mit T'3 gehen.

He verhallt sich in der Ndhe des A-Punktes wie:

c _{C(T)+A+|T_Tc|_a (T>Tc)
" Tl + AT =T, (T<T,)

o liegt nach Messungen bei « = —0,009 (Genauere Daten sollen Mikro-
Gravitationsexperimente bringen um den
Druckunterschied zwischen oberer und unterer
Lage der Probe auszuschlielRen.)

Das Potenzverhalten wird vom sogenannten 3-D XY-Modell vorhergesagt.
In Kiirze: Das XY-Modell beschreibt Systeme, deren Ordnung durch einen 2-D Vektor
beschrieben werden kann.
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(#) = (ny,ny,) = (cos(8), cos(¢))

\SSSSSSSSS

AANAANAAANAN
A A A A A A eV

SIS

In Helium ldsst sich der Ordnungswinkel 6 als Phase der makroskopischen Wellenfunktion
Y, (#)interpretieren.

Um Teilchen Wechselwirkung vernachlassigen zu konnen, betrachten wir eine ,lokale”
Wellenfunktion Wy (#) = |, (#)|e®™, wobei n, = |¥,(#)|? die Teilchendichte im Kondensat ist.
Die Stromdichte im quantenmechanischen Sinne ist definiert als:

h
Jo =5~ [¥o (Vo (F) — ¥ (VY5 ()]

Mit W, () = /nge'®
Produktregel A

Oder

D.h., dass der Fluss von der makroskopischen Phase 6 des Quantenkondensats abhdngt. Ein
Impulsibertrag (Verlust) einzelner Teilchen ist nicht méglich, da nur die gemeinsame Phase 6 variiert
werden kann. = Suprafluiditat

1930 hat dies bei einem Flussexperiment durch eine feine Kapillare festgestellt.

1

-

'

-
Y

L

.
P

B

Genauer:
- Die suprafluide Flissigkeit zeigt nur bis zu einer gewissen Geschwindigkeit v, (Landau-
Kriterium) keine Reibung. Bei gréBeren Geschwindigkeiten entstehen Wirbel.
- Nur ein Teil des He ist suprafluid
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Experiment: Ein Stapel Scheiben wird im He-Bad oszilliert.
Anhand der Dampfung und vor allem der mit
bewegten Fllssigkeitsmasse stellt man fest, dass
nur ein Teil des He mitbewegt wird.

=> 2-Flussigkeitsmodell
Die Teilchendichte
n= ng + n,

- 3 N
suprafluid normal

n.n, $ - FurT - 0
- ng(T) =~ n— AT* (empirisch)
FarT - T,
n ~{B(TC -7 T<T;
s 0 T>T,

v = 0,67, auch ein Ergebnis des XY-Modells

T, T

Die Hydrodynamik des Systems wird somit durch das Verhalten von zwei Fllssigkeiten beschrieben.

- - -
J=Jstn
- -
Js = NsVs
Jn = NpUp

Der Suprafluide Anteil kann an dem ,normalen” Anteil ohne Reibung vorbaiflieRen. D.h. in der
kapillare bleibt die normale Flissigkeit an der Wand haften und nur die suprafluide bewegt sich.
Aus dieser Tatsache ergeben sich einige interessante thermodynamische Konsequenzen:

e Der gesamte Entropiefluss wird durch die ,normale” Komponente getragen.

Q=TS4%, ,Q der Warmefluss

e Ein ,ungewodhnlicher” thermomechanischer Effekt
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Das ,Supraleck” ist dicht fiir die normale
Komponente= AQ =0 =T, # T, = const.
BYAY
RYAY
T, T,
Py P,

Da aber yu; = pu,

G=uN
dG = —=SdT + Vdp G =V —TS — pV Gibbs freie Energie

p2 —p1 =Tz —T1) 5:5
|4

e Daher auch der Fontaineneffekt

Die Rohre wird z.B. durch einen Laser geheizt

’\/@ - He sprudelt kontinuierlich aus der Réhre

WA

e Benetzung eines Gefalles, was zum vollstdndigen entleeren flihrt

Strdmungsquantisierung:

h - . N
Uy =—V6 d.h. Potentialstrémung
m
=V X Vg = rotationsfrei

Betrachte einen geschlossenen Anulus:
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Die Zirkulation ist k = ¢ ¥, d7
Da ¥ konservativ ist, ist k unabhdngig vom gewahlten Weg.

Mit AD der Phasensprung nach
einer Umrundung

hi— . h
K=—f£V6dr=—A9
m m
Da¥W(r) = |¥(r)|? e¥2? eindeutig ist, folgt

A6 = 2mn - Die Zirkulation ist quantisiert, mit k = —n,n ist die ,,winding“ number

=2 Hier ist die Windungszahl 1.
Wenn die Windungszahl um 1 erhéht wird,
entsteht ein ,,Phasenschlupf”

Experiment:

He* wird in einem Zylinder in Rotation versetzt.

Die normale Komponente vollfiihrt dann eine starre Kérperrotation, der suprafluide Anteil bleibt in
Ruhe. Bei weiterem Abkiihlen gehen mehr ,normale” Teilchen mit Drehimpuls in die suprafluide
Phase Uber. Dabei erhoht sich die Zirkulation der suprafluiden Phase diskontinuierlich um 2.

0 =>» Sichtbarmachen z.B. durch Agglomeration von
h He-Teilchen.

? ! Side view Top view

| o
: : | | I I : ’—I {'ir\ul free surface ]
[
o L |
[ I
| lql>l I1gls)
QU= Il >
SIS N
oo
L N :
N
Ly . K
Il
J, -‘I i B T :-. Vortices —/
| .
I

Auch wenn der Zylinder angehalten wird, bleibt die Stromung (ewig) erhalten.

Das Paradoxon aus makroskopischer Rotationsfreiheit entlang eines beliebigen Pfades und dem
Erhalt des Drehimpulses wird durch ,vortices” gelost.

Ein Vortex erflllt die Bedingung V x Uy = 0 fast Giberall und erméglicht dennoch eine Rotation.

In Zylinderkoordinaten:
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VXV ——1 gr 24’ ;Z

X Vg =
s = 9T ® z
UV Uy Uy

=1 - . .. 1 .. . .
V X v = 0 ist erfillt wenn ;8r(rv(p) = 0 fir einen Fluss mit v,,.

Deshalb muss der Fluss um den Vortex die Form

K -
D, =—2~8
S 2mr ®

haben.

h .
K=n_, experimentell beobachtet aber m k = +1.

SS 2008

Gleichung (x) erfiillt V x Ug = 0 Uberall, auBer bei r = 0. Dies ist der Vortex-Kern.

j\l

© j_t ~Ur

Vortex core

=>» Vortices sind Singularitdten im
geschwindigkeitsfeld.

In He ist dieser in der GrofRenordnung von 1A. Im Kern ist W, (7) nicht definiert, und damit auch 6

nicht. Jeder Vortex tragt mit —aur gesamten Vortizitat bei.

In einem Zylinder mit Radius R und Drehfrequenz w gilt am Zylinderrand:

K:jgvsdrzwnRZ

aullerdem

h
Kk=—N
m
N mw
=5 —=—
mR?2 h

Wo liegt das Limit der reibungsfreien Stromung?
Bei der Phononenartigen Anregung von ,,Quasiteilchen”

Phonon:

Ein Phdnomen, das sich daraus ergibt ist der ,,2. Schall”.
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N =Anzahl der Vortices






